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 تراکم لایه ای واندازه درجه تراکم عمومی لایه ای

  
  2، راحله سادات میرفندرسکی1رضاشاهوردی ،1*فرزاد رضائی بالف

  دانشگاه آزاد اسلامی واحد قائم شهر،دانشکده فنی ومهندسی،گروه ریاضی، قائم شهر، ایران 1

 میلی،گروه ریاضی، قائم شهر، ایراندانشجوی کارشناسی ارشددانشگاه آزاد اسلامی واحدقائم شهر،تحصیلات تک 2

  
  

  
  1390پنجم اردیبهشت ماه  :رسید مقاله

  1390پانزدهم مرداد ماه  :پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

بررسی شده و تراکم )  DEA( مفهوم اقتصادی تراکم اخیرا در بسیاری از تحقیقات مربوط به تحلیل پوششی داده ها  
    تعیین واندازه درجه تراکم عمومی معرفی شده است ،نین تراکم عمومیهمچ. آمده است به دستی مختلف روش هابا 
همچنین برای تعیین تراکم  ،یک واحد تصمیم گیرنده شرط لازم برای وجود تراکم آن واحد است کاراییمی دانیم نا. ] 1[

اکم تصویر را مورد بیابیم و سپس تر کاراییرا باید روی مرز ) در ماهیت خروجی(ابتدا تصویر آن واحد  ،یک واحد
آیا همواره درعمل می توان یک واحد ناکارا را در ماهیت خروجی روی :  حال سوال زیر پیش می آید. ارزیابی قرار دهیم

به هدف از به بیان دیگر، . تصویر کرد؟ از اینرو برای پاسخ به این پرسش ایده تراکم لایه ای را مطرح نمودیم کاراییمرز 
این . نمی تواند تمام ناکارایی خود را از بین ببردواحد تحت ارزیابی ه ای این است که گاهی یک آوردن تراکم لای دست

تراکم لایه ای را معرفی واندازه درجه تراکم عمومی را  ،)DMU( مقاله به منظور ازبین بردن تراکم واحد ارزیابی شونده
  .استهای مختلف محاسبه کرده  درلایه

 
  .، کاراییتراکم ی داده ها، تحلیل پوشش :کلمات کلیدی

  
  مقدمه  1

یک روش برنامه ریزی برای محاسبه کارایی نسبی یک گروه متجانس از  ،)DEA(تحلیل پوششی داده ها 
  یکی از کاربردهای مهم تحلیل پوششی  .با چندین ورودی و چندین خروجی است  هواحدهای تصمیم گیرند

پس از آن توسط فار و مطرح شد، ] 2[ نخستین بار توسط فار و سون سونبرای تراکم  .داده ها، مفهوم تراکم است
 ارایهفارمدلی در تحلیل پوششی داده ها برای ارزیابی تراکم  .کامل تری بخود گرفتشکل  ]3[ و گروسکوف

 موجب گردید تااین امر  .]4[بودعملی در آن زمان   مسایلکرد که تنها روش کاربردی جهت ارزیابی تراکم در 
شده توسط فار دارای مشکلاتی بود،  ارایهبرای محاسبه تراکم صورت گیرد، روش در این زمینه ی حقیقات بیشترت

کوپر روشی کامل تری برای محاسبه  این کهمثلا واحدی که تراکم نداشت را دارای تراکم معرفی می کرد، تا 
  ].5[کرد ارایهتراکم 

  عهده دار مکاتبات*
  frb_balf@yahoo.com: آدرس الکترونیکی
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نام ) ونگ  –شین  –کوپر  –براکت (  BCSWهایت روش حقیقات کوپر توسط براکت گسترش یافت و در نت 
     ی قبلیروش هاروش جدیدی برای محاسبه تراکم معرفی کردند که بر خلاف  شکوپر و همکاران ].6[گرفت 

در این روش تنها با حل یک مدل مقدار  )می گشت  DEAی مدل هاکه ارزیابی تراکم منجر به حل دو مدل از  (
شده برای  ارایهی مدل ها  از دیگر   ].7[ به همین دلیل به روش تک مرحله ای معروف شد تراکم محاسبه می شد،

ی اخیر نیز بسیاری از دانشمندان سال هادر ].8[وی و یان معرفی گردید   توسط بود که Newارزیابی تراکم مدل 
عمل غیر پارامتریک برای با مقالات متعدد در مورد تراکم بحث نمودند به عنوان مثال تن و ساهو یک دستورال

  ].9[اندازه گیری حساسیت شاخص تولید همراه با تراکم پیشنهاد دادند 
قرار گرفت  جدی ی تحقیقاتی کوپر و همکارانش مورد بررسیتلاش هاتراکم با مجموعه همانطور که گفته شد 

. شی داده ها سهم عمده ای داشتنددر صدور تراکم بر مبنای تحلیل پوش آن ها .) ]13 [ و ]12 [، ]11[ ،]10 [ ،]6 [(
چندگانه بهینه ی جواب هابرای محاسبه تراکم  این کهوجود داشت  و آن در تحقیقات قبلی اما یک نقطه ضعف 

در  ). به عبارت دیگر تصویر یک واحد تحت ارزیابی روی مرزکارایی، یکتا بود ( مورد توجه قرارنگرفته بود
نمی آید و این یک نقطه  به دستیکتا نباشد تراکم منحصر به فرد  ده یک واحد تصمیم گیرنصورتی که تصویر

کردند که این  ارایهمقاله ای  ]1 [برای برطرف کردن این مشکل سویو شی و سکیتانی. ضعف مطالعات قبلی بود
  . می دهد ارایهروشی برای محاسبه درجه تراکم  آن هامقاله . ضعف را از بین برده است

، به بیان دقیق تر شرط ناکارا می توانند تراکم اختیار کنند واحدهایپوششی داده ها برخی از  در تحلیلمی دانیم 
حال اگر بخواهیم در یک سیستم بزرگ  .آن واحد است کاراییداشتن تراکم توسط یک واحد تصمیم گیرنده نا

نیم برای محاسبه تراکم  به عبارت دیگر نتوا ممکن است دچار مشکلاتی بشویم،. تراکم واحدها را محاسبه کنیم
تصویر ) در ماهیت خروجی( کاراییدر ماهیت ورودی یک واحد تصمیم گیرنده، آن واحد را در عمل روی مرز 

ناچاریم  از این رو نیازمندیم در زیر سیستم ها روند را دنبال کنیم، به بیان دیگر برای محاسبه تراکم  .کنیم
این عمل به کمک فرایند لایه سازی محقق  )کوچکتر می کنیم ( کنیممجموعه امکان تولید را به نوعی محدودتر 

   .می شود
  
  پیشینه تراکم 2
  تعریف تراکم 2-1
هر گاه کاهش در یک یا چند ورودی آن همراه با افزایش در  استتراکم دارای یک واحد تصمیم گیرنده       

افزایش در  همچنین ها بدتر شود و ورودی و خروجی دیگر واحد این کهیک یا چند خروجی آن باشد بدون 
ورودی ها و خروجی های  این کهیک یا چند ورودی آن همراه با کاهش در یک یا چند خروجی آن باشد بدون 

  .دیگر واحد ها بدتر شوند
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  BCCتوصیف تراکم در ماهیت خروجی  2-2
  

              
  
  

                                                                    
  

  تراکم در ماهیت خروجی .1شکل
                   

و یابد  افزایشآن می تواند ، خروجی آن چون با کم کردن ورودی است،تراکم  دارای Eواحد   1ازشکل  
را مورد  D حد حال اگر وا .نداردافزایش  آن در مجموعه امکان تولید امکان ، خروجیآن با افزایش ورودی

افزایش پیدا  آن ، خروجیآن با کم کردن ورودیزیرا ، نیستتراکم ارزیابی قرار دهیم، می بینیم این واحد دارای 
 .)که خروجی بالاتری دارد B مانند واحدی( خروجی نیز افزایش پیدا می کند آن با افزایش ورودیو همچنین کرده 

          دارند دارای تراکم  Cو خروجی کمتر از  Cودی بیشتر از در واقع تمام واحدهایی که ور ،1مطابق شکل
  .می باشند

  
  درماهیت خروجی FGLتعیین تراکم باروش  2-3

عدم وجود یا  فقط وجود و این روش  .]4[مطرح شد ) FGL( این روش توسط فار و گروسکوف و لاول    
را در ماهیت خروجی  FGLروش ادامه  در .نمی دهد به دستمقدار تراکم را ولی تراکم را مشخص می کند 

   .بررسی می کنیم kDMUبرای 
 pو pبا توجه به  دو مجموعه امکان تولید  در ماهیت خروجی BCCفرم پوششی مدلروی    FGLروش 

  . می شود ارایهکه در زیر  ،محدب  در دو مرحله بیان شده
  

1 1 1
{( , ) , , 1, 0, 1,..., }

m m n

j j j j j j
i i j

P x y x x y y j nλ λ λ λ
= = =

= ≤ ≥ = ≥ =∑ ∑ ∑  

                                
1 1 1

{( , ) , , 1, 0, 1,..., }
m m n

convex j j j j j j
i i j

P x y x x y y j nλ λ λ λ
= = =

= = ≥ = ≥ =∑ ∑ ∑  

  
  
  
  
  

X

y 

→محدوده تراکم   
E A 

B 

D 
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      FGLمرحله اول 
                                                                                                                       ∗= ϕϕMax     

s.t.  

  )1   (                                                                     ,..., ,i m=1                             ,
n

j ij ik
j

x xλ
=

≤∑
1

  

                                                                ,..., ,r s=1                    ,
n

j rj rk
j

y yλ φ
=

≥∑
1

  

                                                                                                                           
,

n

j
j
λ

=

=∑
1

1  

                                                                              ,..., .j n=1               : ,URSφ  ,jλ ≥0      
  FGLمرحله دوم 

                                                                                                                  ∗= ββMax  
s.t.  

)2 (                                                                           ,..., ,i m=1                      ,
n

j ij ik
j

x xλ
=

=∑
1

  

,..., ,r s=1                   ,
n

j rj rk
j

y yλ β
=

≥∑
1 

                                                                                                                           
,

n

j
j
λ

=

=∑
1

1
  

                                                                       ,..., .j n=1                  0≥jλ    , URS:β ,    
  

  .تعریف می کنیم آن گاه ،بنامیمβ∗ ، )2-2( مدل و مقدار بهینه  ϕ∗ ،   )1-2(مدل مقدار بهینه  اگر

)3  (                                                                                                                                        ∗

∗
∗∗ =

β
ϕβϕ ),(OC  

  .تراکم به صورت زیرتعیین می گردد وجود یا عدم وجود دراین صورت که 
,اگر  .الف ( , )OC φ β∗ ∗ >1 ( , )OC θ β∗ ∗   .تراکم وجود دارد kDMUرودی هایدرو آن گاه  1<
,اگر  . ب ( , )OC φ β∗ ∗ =1 ( , )OC θ β∗ ∗   .تراکم وجود نداردkDMUدر ورودی های آن گاه 1=
  
    تعریف تراکم عمومی 2-4

محدب فعالیتی  Pمحدب باشد و در  Pآن روی مرز ط اگر است اگر و فقتراکم عمومی  دارای  DMU یک   
، نتایج بیشتری در یک یا چند DMUآن  منابع کمتر در یک یا چند ورودیبکارگیری داشته باشیم که با 
  .]8[ خروجی ایجاد کند
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  تراکم عمومی با تصاویر چند گانه  2-5

  .]1[ له برنامه ریزی خطی است استفاده می کنیممسا دوبرای تعیین تراکم عمومی از روش زیر که مرکب از     
  .و مساله زیر را حل کنید) یک عدد حقیقی است  δ(را بطور دلخواه انتخاب کنید    δ< 0  .گام اول

s

r
r

M ax sε +

=

+ ∑
1

 

s.t. )4                             (
                          

,
m s

i ij r rj
i r
v x u y w

= =

− + + ≤∑ ∑
1 1

0                    ,..., ,j n=1  

,
n

ik j ij
j

x xλ
=

=∑
1

                                          ,..., ,i m=1  

,
s

r rk
r
u y

=

=∑
1

1  

,
n

rk j rj r
j

y y sβ λ +

=

= −∑
1

                                 ,..., ,r s=1  

,
m

i ik
i
v x w β

=

− =∑
1

 

,
n

j
j
λ

=

=∑
1

1  

,i ikv x ε− ≥0                                                  ,..., ,i m=1       
,ε δ≤  
,rs

+ ≥0  ,ru ≥0  ,jλ ≥0   ,..., ,r s=1   ,..., ,j n=1  ,..., ,i m=1  

 : ,iv URS  : ,w URS   : ,URSβ   : .URSε   
  

)1,...,(کوچکترین مقدار  εچون . است) 4(جواب بهینه  ضامن وجود) δ(عدد حقیقی دلخواه  mixv iki = 
}min{min    می باشد | 1,..., }, }i ikv x i mε δ= از بالا کراندار است در  δنشان می دهد عدد دلخواه  =

                         .دهمیشه جواب بهینه دار) 4(نتیجه 

∗∗+∗∗∗∗(را ) 4(جواب بهینه  ∗

εβλ ,,,,,, wuvs (از  شده تراکم عمومی نقطه تصویر. در نظر بگیریدkDMU 
  یعنی

 )kk yx ∗β,( را به صورت زیر تعیین  کنید.  
kk(باشد پس  ε∗>0اگر ) الف yx ∗β, (تراکم عمومی دارد.  
kk(باشد پس  ε∗<0اگر ) ب yx ∗β, (تراکم عمومی ندارد.  

∑و  ε∗=0اگر ) ج
=

∗+ >
s

r
rs

1
kk(پس  0 yx ∗β, (تراکم عمومی دارد .  

∑و  ε∗=0اگر ) د
=

∗+ =
s

r
rs

1
  2پس برو به گام  0
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  .مساله زیر را حل کنید .2گام 
  

Maxα  
s.t 

,
m s

i ij r rj
i r
v x u y w

= =

− + + ≤∑ ∑
1 1

0                    ,..., ,j n=1  

,
s

r rk
r
u y

=

=∑
1

1 )5(                                                                                                                                                      
       

,
m

i ik
i
v x w β ∗

=

− =∑
1

 

,r rku y α− ≥0                                           ,..., ,r s=1  
,iv ≥0    ,ru ≥0   ,α ≥0                            ,..., ,i m=1   ,..., ,r s=1  : .w URS   

 
∗β  کران پایین  .آمده است به دست)  4(از روی جواب بهینهrkr yu  باα  نشان داده شده بدین صورت که

min{ | 1,..., }r rku y r sα = بر مبنای بهینگی مقدار هدف  .کران پایین را ماکزیمم می کند) 5-2(مساله  و =
  .مانند زیر تعیین می شودkDMUتراکم عمومی ) 5(

kk(پس  α∗<0اگر ) الف yx ∗β, (تراکم عمومی ندارد.  
kk(پس  α∗=0اگر ) ب yx ∗β, (تراکم عمومی دارد. 
  

∗∗+∗∗∗∗(و  δ<0 فرض کنید .1قضیه ∗

εβλ ,,,,,, wuvs (مدل جواب بهینه )کنید فرض  .باشد) 4 

∑
=

+∗ ∗

=∆
s

r
rs

1

   :نشان دهید. 

  .تراکم عمومی دارد kDMUپس ) ∗∆<0و  ε∗=0(یا ε∗>0اگر  )1
  .تراکم عمومی ندارد kDMUپس  ε∗<0اگر  )2
 kDMUباشد،  α∗=0اگر . قرار دهیدα∗را ) 5-2(باشد، مقدار بهینه  ∗∆=0و ε∗=0اگر  )3

 .تراکم عمومی دارد در غیر این صورت تراکم عمومی ندارد

 .مراجعه شود  ]14[به مرجع   .اثبات

),,,,,,(و  δ<0 فرض کنید .2قضیه   *****+** εwuvsβλ و مقدار بهینه باشد ) 4-2( مدل جواب بهینه  
   :هیدنشان د .قرار دهیدφ*را ) 2-1(
*0اگر ) 1 ≥ε آن گاهباشد ** = βφ بنابراینkDMU تراکم ندارد) 3-2(طبق رابطه.   
*0اگر ) 2 <εآن گاه ** > βφ . بنابراینkDMU تراکم دارد) 3-2(طبق رابطه.  

 .مراجعه شود  ]1[به مرجع   .اثبات
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  درجه تراکم عمومی 2-6
  .)مراجعه کنید ] 1[به مرجع (  زیر درجه تراکم عمومی را نشان می دهد) 6( رابطه

)6(                                                                              { }* * 1(max min 1 ,..., )ik ix v i mβ −= =  
),,(که  *** wuv  می باشد )2(جواب بهینه دوال مدل. 

  
),,,,,,(و  δ<0 فرض کنید  .3قضیه *****+** εwuvsβλ تعریف کنیدباشد ) 4-2( مدل جواب بهینه:   

  

      }),,( ### wuv  2-2(یک جواب بهینه ({ ),,(=Ω ### wuv   
  

  : آن گاهتراکم عمومی داشته باشد kDMUاگر 
  
  و  

                                                                            { }
*

* # 1
* (max min 1,..., )ik ix v i mβ β
ε

−= =  

   .]1[را نشان می دهد) 6(درجه تراکم عمومی 
 
  تراکم لایه ای  3

تحلیل پوششی داده ها  در می دانیم   .ه بیان مرزهای کارایی لایه ای می پردازیمقبل از هر چیز بدر این قسمت 
هر مجموعه امکان تولید یک مرز کارایی می سازد و با استفاده از آن کارایی واحدها و نیز تراکم واحدها سنجیده 

واحدهای (ی باقیمانده واحدها ،را حذف کنیم است  واحدهای کاراکه متناظر با اگر مرز کارایی اصلی  .می شود
مرز کارایی  ،حذف کنیمنیز  اگر این مرز لایه دوم را  .ایجاد می کنندرا یک مرز کارایی جدید لایه دوم ) ناکارا

 .تا جایی که هیچ واحدی باقی نماند ،آخر الیشکل خواهد گرفت و  ،لایه سوم

}قرار دهید  }nJ hتعریف می کنیم  .1=1,...,
p

hh EJJ }که در آن    +1=- }1* =∈= kh
h

K
h
p JDMUE β  

}و  }1=∈= *
kh

h
K

h φJDMUE که*
khφ  و ) 7(مقدار بهینه مدل برنامه ریزی خطی*

khβ مقدار بهینه مدل
  .است) 8(برنامه ریزی خطی 

{ }# #max min 0ik i ix v v ≤  { }* #max min 1,...,ik ix v i mε = = =

Ω∈),,( ### wuv Ω∈),,( ### wuv
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        .                                                                                             
*

. .

, ,

,

1,

0, .

h

h

h

kh kh

j ij ik
j J

j ij kh rk
j J

j
i J

h
j

Max
s t

x x i I

y y r O

j J

ϕ ϕ

λ

λ ϕ

λ

λ

∈

∈

∈

=

≤ ∀ ∈

≥ ∀ ∈

=

≥ ∀ ∈

∑

∑

∑

 

                      
BCC 1khϕدر ماهیت خروجی مدل .در ماهیت خروجی استBCCهمان مدل ) 7(مدل  ،باشد h=1وقتی  ≥ 

*=1کاراست اگر و فقط اگر  khDMUو
khφ، در غیر این صورت  khDMUتمامی ) 7(مدل  .سترا ناکا

یه ای نیاز به آوردن تراکم لا به دستبرای  .طبقه بندی می کند ،hEواحدها را به صورت مرحله ای در مجموعه 
   .مدل زیر داریم

  

                                                                                                     

*

. .

, ,

, ,

1,

0, .

h

h

h

kh kh

j ij ik
j J

j rj kh rk
j J

j
i J

h
j

Max
s t

x x i I

y y r O

j J

β β

λ

λ β

λ

λ

∈

∈

∈

=

= ∀ ∈

≥ ∀ ∈

=

≥ ∀ ∈

∑

∑

∑

  

  
*در این مدل  ،محدب در ماهیت خروجی است Pهمان مدل ) 8(باشد مدل  h=1وقتی  1β  واحد ،است ≤

khDMU درP 1محدب کاراست اگر و فقط اگر* =khβ  این  ،ناکاراستآن واحدی  باشد در غیر این صورت
hمدل تمام واحدها را به صورت مرحله ای در مجموعه های 

pE طبقه بندی می کند.  
برای تعیین تراکم در هر لایه از رابطه . می آوریم به دست  FGL ی مختلف با روشحال تراکم را در لایه ها

*

*
** ),(C

kh

kh
khkhO

β
ϕ

βϕ   .استفاده می کنیم =

C),(1اگر     .1  ** >khkhO βϕپس در ورودی هایkhDMU  نسبت بهhE راکم وجود داردت. 

C),(1اگر .2  ** =khkhO βϕ   باشد پس در ورودی هایkhDMU  نسبت بهhEتراکم وجود ندارد.  

)7(  

)8(  
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واحدهایی که تراکم (متراکم های DMUهای کارا در لایه اول را حذف کنیم تعدادی از DMUوقتی 
در  .برای لایه بعدی دوباره رابطه را امتحان می کنیم. قرار دارند، حذف می شوند  محدب P که روی مرز)دارند

های متراکم تغییر می کنند یعنی ممکن است یک DMUهر مرحله وقتی از لایه ای به لایه دیگر می رویم 
DMU و این ) داشته باشد(و در لایه بعد از آن تراکم نداشته باشد  )نداشته باشد (در یک لایه تراکم داشته باشد

   .که تاکنون نادیده گرفته شده است ،موضوع جالبی است که باید به آن توجه شود
است،  همچنین برای تعیین یک واحد تصمیم گیرنده شرط لازم برای وجود تراکم آن واحد  کاراییمی دانیم نا 

بیابیم و سپس تراکم  کاراییرا باید روی مرز ) در ماهیت خروجی(تراکم یک واحد، ابتدا تصویر آن واحد 
آیا همواره درعمل می توان یک واحد :  حال سوال زیر پیش می آید. تصویر آن واحد را مورد ارزیابی قرار دهیم

تصویر کرد؟ از اینرو برای پاسخ به این پرسش ایده تراکم لایه ای  یکارایناکارا را در ماهیت خروجی روی مرز 
      DMUآوردن تراکم لایه ای این است که گاهی یک  به دستهدف از به بیان دیگر،  . را مطرح نمودیم

لایه اول بالاست و در موقعیت  نسبت به کاراییمقدار نابه عبارتی   نمی تواند تمام ناکارایی خود را از بین ببرد،
در  مختلفنسبت به لایه های  آن را و سپس تراکم کارایینا از اینرو. جبران کند آن راعملی نمی تواند به یکباره 

برای درک بیشتر موضوع . باشدبیشتر  بصورت عملیتا امکان دسترسی به آن ، می آوریم به دستصورت وجود، 
  .به شکل زیر توجه کنید

  
 ل عددی برای تعیین تراکم لایه ایمثا  4

به   )8( و )7(مدل جواب با  آن راواحد تصمیم گیرنده داریم که  17 ، )2( درمجموعه امکان تولید شکل
  .یل آمده استذدر جداول  صورت لایه ای

  
  

  واحدهای تحت ارزیابی شامل یک ورودی و یک خروجی .1جدول 

17  16  15  14  13 12 11 10 9 8 7 6  5  4  3 2  1  DMU
 

22  15  8  2  21 17 11 4 19 13 11 8  18  17  16  14  12     X   

4  8  8  3  3 6 6 2 2 5 5 3  1  2  3 3  2  Y  
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  )8(و )7(مجموعه امکان تولید برای مدل های  .2شکل              

  

  
  .می یابیمجدول زیر را   1جدول  رویبر  8 و  7مدل های  با به کارگیری

  
  تراکم و کارایی در لایه اول .2جدول                     

 β *φ  y  x DMU* حالت تراکم )1-3(کارایی با )2-3(کارایی با 

  1 12  2  4 4 تراکم نداردناکارا  ناکارا
  2 14  3  666/2 666/2 تراکم ندارداکاران ناکارا
  3 16  3  666/2 476/2تراکم داردناکارا ناکارا
  4 17  2  4 428/3تراکم داردناکارا ناکارا
  5 18  1  8 285/6تراکم داردناکارا ناکارا
  6 8  3 666/2666/2تراکم نداردناکارا ناکارا
  7 11  5  6/1 6/1تراکم نداردناکارا ناکارا
  8 13  5  6/1 6/1تراکم نداردناکارا راناکا

  9 19  2  4 857/2 تراکم داردناکارا ناکارا
  10 4  2  333/2 333/2تراکم نداردناکارا ناکارا
  11 11  6  333/1 333/1تراکم نداردناکارا ناکارا
  12 7  6  333/1 143/1تراکم داردناکارا ناکارا
  13 21  3  666/2 524/1تراکم داردناکارا ناکارا
  14 2  3  1 1تراکم نداردکارا  کارا
  15 8  8  1 1تراکم نداردکارا کارا
  16 15  8  1 1تراکم نداردکارا کارا
  17 22  4  2 1 تراکم داردناکارا کارا

  

11 ، )2(با توجه به جدول  EEp }را به دست می آوریم , }1 1,2,...,17J = ،{ }1 14,15,16 ,E = ،{ }1 14,15,16,17PE =  
  .محدب حذف می کنیم P مجموعه امکان  از  را های کارا در لایه اولDMUبرای به دست آوردن لایه دوم 

}          :قرار دهید }2 1 1 1,2,...,13PJ J E= − =  
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 لایه دومتراکم و کارایی در  .3جدول                      

 β *φ  y  x DMU* حالت تراکم )1-3(کارایی با )2-3(کارایی با 

  1 12  2  3 3 تراکم نداردناکارا  ناکارا
  2 14  3  2 2تراکم نداردناکارا ناکارا
  3 16  3  2 2تراکم نداردناکارا ناکارا
  4 17  2  3 3تراکم نداردناکارا راناکا

  5 18  1  6 25/5تراکم داردناکارا ناکارا
  6 8  3  428/1 428/1تراکم نداردناکارا ناکارا
  7 11  5  2/1 2/1تراکم نداردناکارا ناکارا
  8 13  5  2/1 2/1تراکم نداردناکارا ناکارا
  9 19  2  3 25/2تراکم داردناکارا ناکارا
  10 4  2  1 1کم نداردتراکارا  کارا
  11 11  6  1 1تراکم نداردکارا کارا
  12 17  6  1 1تراکم نداردکارا کارا
  13 21  3  2 1تراکم داردنا کارا کارا

  

22، )3(با توجه به جدول  EEp }.را به دست می آوریم , } { }2 210,11,12 , 10,11,2,13pE E= =   
 : قرار دهید

{ }921223 ,...,,- == pEJJ  
  

 تراکم و کارایی در لایه سوم .4جدول       

β  *φ  y  x  DMU* حالت تراکم )1-3(کارایی با  )2-3(کارایی با 
  1  12  2  5/2  5/2 تراکم نداردناکارا  ناکارا
  2  14  3  666/1  5/1 تراکم داردناکارا ناکارا
  3  16  3  666/1  666/1تراکم داردناکارا ناکارا
  4  17  2  5/2  5/1تراکم داردناکارا ناکارا
  5  18  1  5  5/2تراکم داردناکارا ناکارا
  6  8  3  1  1تراکم نداردکارا  کارا
  7  11  5  1  1تراکم نداردکارا کارا
  8  13  5  1  1تراکم نداردکارا کارا
  9  19  2  5/2  1 تراکم دارد ناکارا کارا

  

33، )4(با توجه به جدول  EEp }.    را به دست می آوریم , } { }3 36,7,8 , 6,7,8,9pE E= =  
}         :آن گاه قرار دهید }4 3 3 1,2,3,4,5pJ J E= − =  

        

 تراکم و کارایی در لایه چهارم . 5جدول        

 β  *φ  y  x  DMU* راکمحالت ت )1-3(کارایی با  )2-3(کارایی با 

  1  12  2  1  1 تراکم نداردکارا  کارا
  2  14  3  1  1تراکم نداردکارا کارا
  3  16  3  1  1تراکم نداردکارا کارا
  4  17  2  5/1  1تراکم داردناکارا کارا
  5  18  1  3  1تراکم داردناکارا کارا

  
44 ،)5(با توجه به جدول  EEp } .می آوریم به دسترا  , } { }4 41, 2,3, 4,5 , 1, 2,3pE E= =  
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و ) 2(و جداول ) 1(با توجه به شکل  دسته بندی شده اند و همچنین لایه چهاردر که  واحدها، پس از بررسی تمام
   .دنتفکیک می شو عه با مرز کارایی زیرچهارمجموتولید به  یĤن هامجموعه امک) 5(و ) 4(و ) 3(

} :مرز لایه اول }171615141 ,,,=pE   
}: مرز لایه دوم }131211102 ,,,=pE   
}: مرز لایه سوم }98763 ,,,=pE   

} :مرز لایه چهارم }543214 ,,,,=pE   
}های DMUدر لایه اول  .1 }1713129543   .تراکم دارند ,,,,,,
}های DMUدر لایه دوم  .2 }1395   .تراکم دارند ,,
}های DMUدر لایه سوم  .3 }95432   .تراکم دارند ,,,,
}های DMUدر لایه چهارم  .4    .تراکم دارند ,54{

   .توجه به چند نکته ضروری است
1. 2DMU فقط در لایه سوم تراکم دارد و در بقیه لایه ها تراکم ندارد.  
2. 3DMU در لایه اول و سوم تراکم دارد و در لایه دوم و چهارم تراکم ندارد.  
3. 4DMU در لایه های اول و سوم و چهارم تراکم دارد.  
4. 5DMU در همه لایه ها تراکم دارد.  
5. 9DMUدر لایه اول و دوم و سوم تراکم دارد.  
6. 13DMU در لایه اول و دوم تراکم دارد.  
7. 17 12,DMU DMU  تراکم دارددر لایه اول.  
  .ها که در برخی لایه ها تراکم دارند و در برخی دیگر لایه ها تراکم ندارند باید توجه نمودDMUبه این 
DMUبرخی  ولید، یعنی با کوچک کردن فضای امکان ت .در همه لایه ها تراکم دارند 5DMUها مانند 

این چنین واحدهایی مطلوب نیستند و در بررسیهای عملی واحدهایی با این ویژگی را نادیده  ،همچنان تراکم دارد
  .می گیریم

  
  اندازه گیری درجه تراکم عمومی در لایه های مختلف   5

 در هر واحدهای موجودرا برای هر ) 9(مدل  ، برای اندازه گیری درجه تراکم عمومی در لایه های مختلف 
و  1آوریم با توجه به قضیه  به دسترا برای هر لایه  kDMUلایه به کار می بریم تا درجه تراکم عمومی هر 

  .داریم 2 قضیه
*0اگر  - <ε باشد، kDMU هم تراکم دارد و هم تراکم عمومی دارد.  
*0اگر  - >ε باشد، kDMU تراکم ندارد و تراکم عمومی هم ندارد.  
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*0اگر  -  =ε توجه می کنیم ∆*تراکم ندارد و برای تعیین تراکم عمومی به  ،باشد.  
*0اگر  -  *0پس تراکم عمومی دارد و اگر ،باشد ∆<    به کار α*را برای تعیین ) 2-5(باشد پس مدل  ∆=

  . می بریم
*0اگر  - =α باشد، kDMU تراکم عمومی دارد .  
*0اگر  - >α باشد، kDMU  عمومی نداردتراکم.  
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),,,,,,(اگر  *****+** εwuvsβλ  3 باشد طبق قضیه) 9(جواب بهینه مدل، hε
β

)( *

*

درجه تراکم عمومی  
khDMU در لایه های مختلف می باشد.  
  
  مثال عددی برای اندازه گیری درجه تراکم عمومی در لایه های مختلف  6

 . را برای اندازه گیری درجه تراکم عمومی به کار می بریم 4 ثالواحد تصمیم گیرنده در م 17دوباره 
  .را بررسی می کنیم آن هالایه ایجاد می شود که چهار

برای  ،لایه می نویسیمواحدهای آن را برای آن ) 9(ابتدا مدل  ،هر لایهواحدهای برای تعیین درجه تراکم عمومی 
0,0ای  khDMUاستفاده می کنیم اگر برای  2و قضیه  1تعیین تراکم و تراکم عمومی از قضیه  ** ==∆ ε 

هایی  DMUدرجه تراکم عمومی را برای 3 به کار برده و با توجه به قضیه α*را نیز برای تعیین ) 10(باشد مدل 
  .می آوریم به دستکه تراکم عمومی دارند 

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

*درجه تراکم عمومی 

*

ε
β

  
 α  *∆  *β  *ε  y  x DMU* تراکم تراکم عمومی

  1  12  2  0  4 0 1 ندارد ندارد  -
  2  14  3  0  666/2 0 1 ردندا ندارد  -
  3  16  3  -047/3  476/2 0 - دارد دارد  -813/0
  4  17  2  -857/4  0428/3 -دارددارد  -706/0
  5  18  1  -286/10  0286/6 -دارددارد  -611/0
  6  8  3  222/2  0666/2 -نداردندارد  -
  7  11  5  0  06/1 1نداردندارد  -
  8  13  5  0  6/1 0 1 ندارد ندارد  -
  9  19  2  -428/5  857/2 0 -دارددارد  -526/0
  10  4  2  666/1  0333/2 -نداردندارد  -
  11  11  6  0  0333/1 1نداردندارد  -
  12  17  6  -619/1  0143/1 -دارددارد  -706/0
  13  21  3  -4  0524/1 - دارد دارد  -381/0
  14  2  3  555/0  01 -نداردندارد  -
  15  8  8  8333/0  01 -نداردندارد  -
  16  15  8  0  01 1نداردندارد  -
  17  22  4  -143/3  01 - دارد دارد  -318/0

  بررسی درجه تراکم عمومی در لایه اول .6جدول 
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   بررسی درجه تراکم عمومی در لایه دوم. 7جدول 

*درجه تراکم عمومی 

*

ε
β

  
 α  *∆  *β  *ε  y  x DMU*  تراکم  تراکم عمومی

  1  12  2  0  3 0 1 ندارد ندارد  -
  2  14  3  0  2 0 1نداردندارد  -
  3  16  3  0  2 0 1نداردندارد  -
  4  17  2  0  3 0 1نداردندارد  -
  5  18  1  -5/13  25/5 0 - دارد دارد  -389/0
  6  8  3  524/1  428/1 0 - ندارد ندارد  -
  7  11  5  257/1  2/1 0 - ندارد ندارد  -
  8  13  5  0  2/1 0 1 ندارد ندارد  -
  9  19  2  -125/7  25/2 0 - دارد دارد  -316/0
  10  4  2  143/1  1 0 - ندارد ندارد  -
  11  11  6  048/1  1 0 - ندارد ندارد  -
  12  17  6  0  1 0 1 ندارد ندارد  -
  13  21  3  -25/5  1 0 - دارد دارد  -19/0

  
  بررسی درجه تراکم عمومی در لایه سوم .8جدول     

  
  بررسی درجه تراکم عمومی در لایه چهارم. 9جدول 
تراکم عمومی  درجه

*

*

ε
β

 
 α* تراکم تراکم عمومی

*∆ 
*β 

*ε 
y x DMU 

 1 12 2 3 01-نداردندارد -
  2  14  3  333/2  1 0 - ندارد ندارد  -
  3  16  3  0  1 0 1 ندارد ندارد  -
  4  17  2  -5/8  1 0 - دارد دارد  -118/0
  5  18  1  -18  1 0 - دارد دارد  -55%

  

  .م در لایه های مختلف را در جدول زیر بیان می کنیمهای متراک DMUدرجه تراکم عمومی 
  

  مقایسه درجه تراکم عمومی در چهارلایه .10جدول              
 DMU  لایه اول لایه دوم لایه سوم  لایه چهارم

-  643/0- - -  2  
-  624/0- - 813/0-  3  
118/0-  353/0- - 706/0-  4  
055/0-  277/0- 389/0- 611/0-  5  
-  21/0- 316/0- 526/0-  9  
-  - - 706/0-  12  
-  - 19/0- 381/0-  13  
-  - - 318/0-  17  

درجه تراکم عمومی 
*

*

ε
β  

 α  *∆  *β  *ε  y  x DMU*  تراکم  تراکم عمومی

  1  12  2  0  5/2 0 1 ندارد ندارد  -
  2  14  3  -333/2  5/1 0 - دارد دارد  -643/0
  3  16  3  -666/2  666/1 0 - دارد دارد  -625/0
  4  17  2  -25/4  5/1 0 - دارد دارد  -353/0
  5  18  1  -9  5/2 0 - دارد دارد  -277/0
  6  8  3  777/1  1 0 - ندارد ندارد  -
  7  11  5  4666/1  1 0 - ندارد ندارد  -
  8  13  5  0  1 0 1 ندارد ندارد  -
  9  19  2  -75/4  1 0 - دارد دارد  -21/0
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با توجه . می باشد که دلیلی بر وجود تراکم عمومی استε*مربوط به علامت  ،علامت منفی درجه تراکم عمومی
  به سطرها

با محدود شدن مجموعه امکان تولید یا به عبارتی با  ،در صورت داشتن تراکم عمومیDMUمی بینیم هر 
تراکم در  از حد شروع DMUهر چه  ،درجه تراکم عمومی افزایش پیدا می کند در هر لایه ،پیشروی لایه ها

  .دورودی، فاصله بیشتری داشته باشد درجه تراکم عمومی بیشترمی شو
  
  نتیجه گیری  7

یک سیستمهای بزرگ، ممکن است درتعیین تراکم برای به علت پراکندگی واحدها در مجموعه امکان تولید 
با برساند،  کاراییخود را ازبین ببرد و خود را به مرز  کاراییواحد، بخصوص واحدی که نمی تواند تمام نا

کوچکتر به مجموعه هایی کمک فرایند لایه سازی  از این رو مجموعه امکان تولید را به .مشکلاتی روبرو شویم
، به بیان دقیق تردر این روش بررسی می کنیمی مختلف  و تراکم و تراکم عمومی را در لایه ها  تبدیل نموده 

به . بجای استفاده از یک مجموعه امکان تولید بزرگ از چند مجموعه امکان تولید کوچک استفاده می شود
مشابه به بحث برنامه ریزی پویا را بکار گرفت، ازاین رو بخاطرارتباط تنگاتنگ این روش  نوعی می توان ایده ای

با روش برنامه ریزی پویا، مولفین پیشنهاد می کنند که درآینده بر روی ) روش لایه ای استفاده شده در این مقاله ( 
   .این ارتباط توجه شده  و تمرکز لازم صورت گیرد

درجه تراکم عمومی نیز افزایش  ،دهد که هر چه مجموعه امکان تولید کوچکتر شودیک مثال عددی نشان می 
با محدود شدن مجموعه امکان تولید همچنان  مثال بکاررفته نشان از وجود واحدهایی دارد که همچنین  .می یابد

  .تراکم خود را حفظ می کنند، که این واحدها مطلوب نیستند
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