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   روش های ناپارامتری مدل بندی خروجی های نامطلوب 
 رویکرد استفاده از اصل دسترسی پذیری ضعیف: DEAدر 

  
  

  *رضا کاظمی متین
  ، کرج، ایرانواحد کرج ،گروه ریاضی، دانشگاه آزاد اسلامی

  
  1389ماه  اسفندپنجم  : رسید مقاله

  1390ماه  مردادچهارم : پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

های نامطلوبی مانند مواد مضر معلق در هوا،  های مطلوب، خروجی های تولیدی، علاوه بر خروجی اغلب فعالیت
از این رو مدل بندی این خروجی ها . کنندهای صوتی نیز تولید می ضایعات و اثرات نامطلوب دیگری مانند آلودگی

مبحث های ناپارامتری موجود در  معرفی روشاین مقاله به . همواره در تئوری های اقتصاد و تولید مورد توجه بوده است
تاکید عمده بر . ای می پردازد های نامطلوب در تئوری تولید از دیدگاه اصول موضوعه کنترل خروجی و مدل بندی

  .مقایسه سلسله کارهای اخیر مبتنی بر اصل موضوع دسترسی پذیری ضعیف در ادبیات تئوری تولید است
  

  .روش های ناپارامتری ، تحلیل پوششی داده ها، دسترسی پذیری ضعیفتئوری تولید،   :کلمات کلیدی
  
  مقدمه   1

در روش های کلاسیک تتوری تولید در بیان عام و تحلیل پوششی داده ها در بیان خاص، در سطح تکنولوژی 
ن هایی در حالی که واحد ها و سازما .ها ها و ماکزیموم کردن خروجی هدف عبارتست از مینیموم کردن ورودی

 در فرآیند فعالیت و تولید ممکن است علاوه بر تولید خروجی های مطلوب. . . نظیر کارخانه ها، بیمارستان ها و
حضور .  تولید  کنند. . . ، خروجی های نامطلوبی نیز مانند ذرات معلق در هوا، ضایعات و آلودگی و مورد نیاز

. نقش مهمی در برآورد میزان کارایی این واحد ها دارد خروجی هایی از این قبیل، تحت عنوان عوامل محیطی،
در ارزیابی چنین واحد هایی، هدف استفاده از روشی است که علاوه بر سازگاری با مفاهیم تئوری تولید، به 

  .کمک آن قادر به کاهش خروجی های نامطلوب و افزایش خروجی های مطلوب باشیم

  
  
  
  
  
  

  
  عهده دار مکاتبات *

  rkmatin@kiau.ac.ir: نیکیآدرس الکترو
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 ،]2[بـال و همکـاران   ،]1[فـار و همکـاران   از جمله کارهـای انجـام شـده در ایـن زمینـه مـی تـوان بـه مقالـه هـای           
کاســـمانن  ، ]8[جهانشـــاهلو و همکـــاران  ،]6-7[فـــار و گراســـکوف، ]5[ســـیفورد و ژو ،]3-4[هـــایلو و ویمـــن

  .اشاره نمود  ]10[و کاسمانن و پودینوسکی ]7[فار و گراسکوف  ،]9[
ها پرداخته می شود و سپس نقد  در برخورد با این خروجی ]3[در این مقاله، ابتدا به معرفی روش هایلو و ویمن

       شده بر رویکرد هایلو و ویمن توسط فار و گراسکوف بررسی شده و روش دیگری برای کنترل  ارایه
در ادامه و بر اساس نتایج مقالات متعددی از . شود می ارایهخروجی های نامطلوب در یک تکنولوژی مفروض 

کاسمانن و پودینوسکی و نیز فار و گراسکوف به ساختار مجموعه امکان تولید سازگار با مفهوم دسترسی پذیری 
  .]10[ضعیف شفرد خواهیم رسید

  
 روش های ناپارامتری اولیه مدل بندی خروجی های نامطلوب 2
 ویمن -روش هایلو 2-1

باشد، روشی را معرفی کردند که های نامطلوب  شامل خروجی برای زمانی که تکنولوژی ]3[ ویمنهایلو و 
                                            .]11[بود اساس آن اصلاح روش ناپارامتری بنکر و ماندیرتا

خروجی نامطلوب به کار برده J خروجی مطلوب و Mورودی در تولید Nفرض کنید در یک فعالیت  تولیدی،
N. شود

+∈ℜx بردار ورودی مصرف شده وM
+∈ℜv ،J

+∈ℜw ی بردارهای به ترتیب نشان دهنده       
Nجی های نامطلوب باشند، همچنینخروجی های مطلوب و خرو

+∈ℜp ،M
+∈ℜrو نیزJ

−∈ℜq  به ترتیب نشان
و مجموعه مشاهدات  .های نامطلوب باشند قیمت خروجیدهنده قیمت ورودی ها، قیمت خروجی های مطلوب و 

  .ه شودنشان داد Sبا
Mمجموعه امکان تولید هایلو و ویمن ،  J N

HVT + + +⊆ ℜ ×ℜ ×ℜبا توجه به اصول زیر بنا نهاده می شود ،:  
A1   برای هرs S∈ داریم:( , , )s s s

HVT∈v w x.  
A2  THV  مشاهدات زیر مجموعه ی E را معنی دار می کند هر گاه:  

( , , ) , :s s s t t t t t t t s t s t s
H VT t E v w x∀ ∈ ∈ + − ≥ + −v w x r v q w p x r q p  

A3  شرط امکان پذیری اصلاح شده:  
  

( )( , , ), , , : ( , , ) , , , ( , , )HV HVT T′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∀ ∀ ∀ ∀ ∈ ≥ ≥ ≤ ⇒ ∈v w x x w v v w x x x w w v v v w x
  A4   THV بسته و محدب است.

  

بودن دار شرط دوم، مفهومی است که بنکر و ماندیرتا از معنی  .شرط شمول مشاهدات استهمان شرط اول، 
از مشاهدات  Eییر مجموعهی امکان تولید، زضعیف معرفی کردند و این شرط نیازمند آن است که مجموعه

  .]12[کند معنی داررا   WAPM گذرنده از آزمون
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iفرض کنید بردارهای خروجی و ورودی مشاهده شده برای واحد، WAPMبرای توضیح آزمون  S∈ ،
( , )i i−y x و بردارهای قیمت متناظر( , )i ir p را به صورت زیر معرفی  معنی دار کردن مفهوم ،]12[واریان. باشد  

  :کرد
iکند، اگر برای هر را معنی دار می S، به طور قوی مجموعه مشاهداتHVTامکان تولید مجموعه .1تعریف S∈ ،

( , )i i
HVT− ∈y x و هر( , ) HVT− ∈y x داشته باشیم :i i i i i i− ≥ −r y p x r y p x .  

)شرط  3)A است  ی هایلو و ویمننیز شرط امکان پذیری اصلاح شده .  
و و هایل. کلاسیک فرض می شود که خروجی های مطلوب و ورودی ها امکان پذیری آزاد دارند DEA در

ویمن در برخورد با خروجی های نامطلوب، آن ها را به عنوان ورودی در نظر گرفته و شرط امکان پذیری آزاد را 
تحمیل کردند و این دلیل را مطرح نمودند که خروجی های نامطلوب و ورودی ها هر دو برای یک  آن هابر 

است که معمولاً بر مجموعه امکان تولید  شرط چهارم نیز از شرایط اساسی. واحد تولیدی هزینه در بر دارند
  .تحمیل می شود

  :ی زیر بیان می شود با این مفروضات نتایج حاصل به صورت قضیه
 :صدق می کنند، داریم فوق در شرایط که، HVTبرای خانواده ای از مجموعه های امکان تولید .1قضیه

HVEYI T EYO⊆       ن،که در آ⊇
                                                                                                                                                                                                        

1 1 1 1
( , , ) : , , , 1, , , 0

K K K K
k k k k k k k

k k k k
E Y I λ λ λ λ

= = = =


= ≤ ≥ ≥ = ≥ 
 

∑ ∑ ∑ ∑v w x v v w w x x v w x          )1(  

{ }( , , ) : ; , , , 0t t t t t t t t tE YO r q p t E= + − ≤ + − ∈ ≥v w x v w x r v q w p x v w x .                 )2(  
  

  .]11[رجوع شود به مقاله بنکر و ماندیرتا  .اثبات
های است که  DMU  شامل) EYO(است وکران بیرونی  DEAمرز همان ) EYI(در این نتیجه، کران درونی 

  .صدق می کنند WAPMدر شرط 
ساوی مطلوب با فرم تر قید خروجی های ناهایلو و ویمن ادعا کردند که اگ

1

K
k k

k

wλ
=

= ∑w  جایگزین شود مدل

DEA 7[حاصل دسترسی پذیری ضعیف را نشان می دهد[.   
  :چنین بیان کردند بجای روش امکان پذیری ضعیف را این EYI آن ها دلیل استفاده از فرمول بندی

ی امکان ی نامطلوب مجموعهدر روش امکان پذیری ضعیف، به کار بردن قید تساوی برای خروجی ها -
تولید را کوچک کرده و تعداد واحد های مرجع را کاهش می دهد، بنابراین اعداد کارایی را بزرگ تر 

 .می کند
در حالی که . روش امکان پذیری ضعیف، تأثیر خروجی های نامطلوب را بر کارایی مشخص نمی کند -

که خروجی های نامطلوب بیشتری نسبت به  ی مورد ارزیابی رایک مدل مناسب مدلی است که مشاهده
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های مطلوب و ورودی ها به  ی مرجع داشته باشد، حتی وقتی آن مشاهده بر حسب خروجیمشاهده
 .   مرجع باشد، ناکارا معرفی کند خوبی مشاهده

قیمت های سایه، اعم از مثبت و منفی برای مؤلفه های نامطلوب در فرمول بندی امکان پذیری ضعیف  -
در صورتی که . کند  فتنی است واین مسأله تأثیر خروجی های نامطلوب بر کارایی را نامشخص میپذیر

 .اند در مدل بندی قبلی برای این مؤلفه ها تنها مقادیر نامثبت قیمت های سایه معنی دار و قابل قبول
)کارایی تکنیکی بردار مشاهدات به هایلو و ویمن برای اندازه گیری کران های مربوط  , , )o o ov w x مدل های با ،

  . ماهیت ورودی زیر را به کار بردند

)3(                                                          
1

1

1

1

 

           . .   ,  1, . . . , ,

              ,  1, . . . , ,

              ,  1, . . . , ,

              1,  0,  1, . . . , .

E Y I
o

K
k k o

n n
k
K

k k o
m m

k
K

k k o
j j

k
K

k k

k

T E M i n

s t x x n N

v v m M

w w j J

k K

θ

λ θ

λ

λ

λ λ

=

=

=

=

=

≤ =

≥ =

≤ =

= ≥ =

∑

∑

∑

∑

  

  
 

. ( ) ,

EY O
o

t s t s t s t t t t t t

T E M in

s t t E

λ

λ

=

+ − ≤ + − ∀ ∈r v q w p x r v q w p x
                                                   )4(  

   

E که S⊆ زیرمجموعه ای از مشاهدات است که در آزمون WAPM  صدق می کنند.  
: های نامطلوب تحلیل بهره وری ناپارامتری با خروجی "این تکنیک که توسط هایلو و ویمن، در مقاله ای با نام 

فار و گراسکوف  یشد، توسط مقاله ارایه AJEAدر ) 2001( "کاربردی در صنعت کاغذ و خمیر کاغذ کانادا 
در همان نشریه مورد نقد و بررسی قرار گرفت که مباحث علمی پیاپی آن ساختار بخش های بعدی این مقاله را 

  .]6[تشکیل می دهند
  
  روش  فار و گراسکوف در مدل بندی فاکتورهای نامطلوب    2-2 

 شرط یکنواختی اصلاح  نشان دادند کهمنتشر شد،  AJAEی در مقاله ای که در نشریهفار و گراسکوف 
)ی هایلو و ویمنشده 3)A متناقض با قوانین فیزیکی و اصول استاندارد تئوری تولید است و بیشترین ایراد آن ها ،

این دو نویسنده مدل بندی دیگری از امکان  .پذیری ضعیف، بر اساس درک نادرست است امکاناز تکنولوژی 
  .]6[این دو روش را مقایسه کردند داده و ارایهضعیف 

ی تکنولوژی مفروض شامل همهی امکان تولید حاصل از مجموعه ،]3[طبق نماد گذاری هایلو و ویمن
( , , )v w x  های شدنی با  
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}x  میتواند( , )v w را تولید کند{( , , ) ;T = v w x }ی خروجی     یا مجموعه   }( ) ( , ) ; ( , , )P Y= ∈x v w v w x  
ی امکان حاصل از تکنولوژی هایلو و ویمن متناقض با قوانین برای اینکه نشان دهیم مجموعه. نشان داده می شود

,فیزیکی و اصول استاندارد تئوری تولید است، فرض کنید ,′ ′ ′= ≥ =x x w w v v در این صورت، شرط ،
)ی هایلو و ویمنذیری اصلاح شدهامکان پ 3)Aنتیجه می دهد :( , ) ( )P′ ∈v w x .یعنی، هر′ ≥w w با( , )v x 

      یه به عبارت دیگر با به کار بردن مقدار ثابت انرژی، نیروی انسانی، سرمایه و مواد اول. مفروض، شدنی است
که البته، از نظر . می توان مقدار نامحدودی از خروجی های نامطلوب مانند جامدات معلق و غیره تولید کرد

)شرط امکان پذیری به فرم . فیزیکی غیر ممکن است 3)Aکه با این مضمون  ،]13[، همچنین اصول پایه ای تولید
Nبرای هر  "

+∈ℜx  ،( )P x را نیز نقض می کند " .کراندار است.   
را در این مقوله به صورت زیر  ]14[فار و گراسکوف، تعریف دسترسی پذیری ضعیف بر اساس دیدگاه شفرد

  . کردند ارایه
پذیری ضعیف دارند، اگر کاهش یکنواخت   خروجی ها دسترسی  )دسترسی پذیری ضعیف( .2تعریف 

)اگر  :  یعنی. خروجی های شدنی کماکان شدنی باشد , ) ( )P∈v w x   0و 1θ≤    آن گاه ≥
( , ) ( )Pθ θ ∈v w x.  

) خروجی نامطلوب(و  دی اکسید سولفور ) خروجی مطلوب(برای مثال، اگر با سوزاندن زغال سنگ، الکتریسیته 
          کاهش در انتشار 10 % یف بالا نتیجه می دهد که با ثابت نگه داشتن ورودی، برای تعر آن گاهتولید شود، 

  .کاهش در الکتریسیته تولید شده داشته باشیم 10%بایست  دی اکسید سولفور می
  

  و مقایسه ی آن با مدل بندی هایلو ویمن مدل بندی فار و گراسکوف معرفی  1 - 2-2
شده توسط هایلو و ویمن که خروجی های نامطلوب را به عنوان ورودی در نظر  ارایهی خروجی مدل مجموعه

)گرفته و شرط دسترسی پذیری آزاد را طبق 3)Aاعمال کردند، به صورت زیر نوشته می شود :  

)5(                                                                        

{

}

1

1

1

1

( ) ( , ) : , 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

1, 0, 1,. . . , .

K
k k

n n
k
K

k k
m m

k
K

k k
j j

k
K

k k

k

P x x n N

v v m M

w w j J

k K

λ

λ

λ

λ λ

=

=

=

=

= ≤ =

≥ =

≤ =

= ≥ =

∑

∑

∑

∑

x v w

  

  
ی در مقابل فار و گراسکوف مجموعه. توجه کنید که نوع قیود مربوط به خروجی های بد و ورودی ها یکسانند

    :امکان تولید را طبق اصول زیر ساختند
B1    شمول مشاهدات.  
B2  دسترسی پذیری آزاد برای ورودی ها و خروجی های مطلوب:    
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( )( , , ) , , : ( , , ) , 0 , ( , , )T T′ ′ ′ ′ ′ ′∀ ∀ ∀ ∈ ≤ ≤ ≥ ⇒ ∈v w x v x v w x v v x x v w x
  B3  2-2تعریف (پذیری ضعیف برای خروجی های مطلوب و نامطلوب  دسترسی(

  

( )( , , ) , : ( , , ) , 0 1 ( , , )T Tθ θ θ θ∀ ∀ ∈ < ≤ ⇒ ∈v w x v w x v w x  
B4  تحدب.  

  :ی خروجی تکنولوژی را به صورت زیر بیان نمودندطبق این اصول، فار و گراسکوف مجموعه

)6(                                                                 

{

}

1

1

1

1

( ) ( , ) : , 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

1, 0 1,. . . , ,

0 1 .

K
W k k

n n
k
K

k k
m m

k
K

k k
j j

k
K

k k

k

P x x n N

v v m M

w w j J

k K

λ

θ λ

θ λ

λ λ

θ

=

=

=

=

= ≤ =

≥ =

= =

= ≥ =

≤ ≤

∑

∑

∑

∑

x v w

  

  

   . ی انقباض یکنواخت خروجی های خوب و بد را می دهداجازه 2متناظر با تعریف  θپارامتر 
)به بیان فار و گراسکوف،  )WP x اگر چه کوچکتر از( )P xبنابراین . نیست ی اکید آن است، اما زیر مجموعه

کوچکتر شدن مجموعه امکان تولید که هایلو ویمن به عنوان ایراد امکان پذیری ضعیف مطرح کردند، لزوماً 
ایراد دوم هایلو و . بزرگتر شدن اعداد کارایی را نتیجه نخواهد داد و بستگی به چگونگی اندازه گیری کارایی دارد

امکان پذیری ضعیف، تأثیر خروجی های نامطلوب را بر  روش "ویمن از مدل امکان پذیری ضعیف این بود که 
، این نه فقط به فرمول بندی تکنولوژی مرجع، بلکه به چگونگی اندازه گیری کارایی "کارایی مشخص نمی کند 

همچنین فار و گراسکوف ترجیح دادند تا برای اندازه گیری کارایی از تابع فاصله جهتی خروجی . بستگی دارد
که به طور همزمان، افزایش خروجی های مطلوب و کاهش خروجی های نامطلوب را نتیجه استفاده کنند 

  .دهد  می
. با توجه به مدل بندی ماکزیموم فوق، سطح خروجی های نامطلوب با تأثیر منفی روی کارایی منعکس می شود

  امطلوب، وجی های نجای ماکزیموم کردن خروجی های مطلوب و می نیموم کردن خره هایلو و ویمن، ب
تحت  DEAادبیات رونی را حل کردند که در کران د LP ، مسألهoDMUنیموم کردند و برای ورودی ها را می

        :معکوس جواب مسأله زیر است  از نظر مقدار،   (CRS)بازده به مقیاس ثابت
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)7(                                                                                             
1

1

1

. , 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

, 1,. . . , ,

0, 1,. . . , .

K
k k o

n n
k
K

k k o
m m

k
K

k k o
j j

k
k

M ax

s t x x n N

v v m M

w w j J

k K

δ

λ

λ δ

λ δ

λ

=

=

=

≤ =

≥ =

≤ =

≥ =

∑

∑

∑

  

  .مشابه است یتفسیردارای ولی  درست نیست  )VRS(اگرچه ، این رابطه با فرض بازده به مقیاس متغیر 
ان واحد ناکارا معرفی به عنو eی در این شکل، مشاهده. شرح داده شده است 1تفاوت این دو روش، در شکل 

)ی امکان تولیدو مجموعه با به کاربردن تابع فاصله جهت دار. تشده اس )WP xی ، مشاهدهe  بهe′ ) افزایش 
دن مدل هایلو و ویمن، بر با به کار بر. تصویر می شود) خروجی های مطلوب و کاهش خروجی های نامطلوب

)حسب مرز  )P x ی و اینکه خروجی های خوب و بد به طور متناسب افزایش یابند، مشاهدهe  بهe′′  تصویر  
  .      می شود

  
  در دو روش ی کارایی هامقایسه .1 شکل

  
ی در حال ارزیابی به مرز مجموعه اسکوف ایراد سوم هایلو ویمن نیز به انتخاب جهتی که مشاهدهبه بیان فارو گر

دیده می شود، با به کار بردن تابع فاصله  1همانطور که در شکل . امکان تولید تصویر می شود بستگی دارد
  .شود که نتیجه می دهد خروجی های اول نامطلوبندتصویر می  ′eبه eمناسب،  

در این . کند این بحث توسط مقاله های دیگری از کاسمانن و پودینوسکی و نیز فار و گراسکوف ادامه پیدا می
مقاله ها رویکردی اصول موضوعه ای به بحث دسترسی پذیری ضعیف دارند که در بخش بعدی به آن 

  .  پردازیم  می
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های تصمیم گیری با داده های  ول موضوعه ای در ارزیابی عملکرد واحدرویکرد اص 3
  نامطلوب

برای استفاده از اصل امکان پذیری ضعیف در کنترل  )6(شده توسط فار و گراسکوف  ارایهدر مدل بندی 
ها به کار برده می شود و DMUی خروجی های نامطلوب، تنها یک فاکتور انقباض یکنواخت برای همه

در این بخش، رویکردی متمایزی در . ی امکان تولید بر حسب همین یک فاکتور انقباض تولید می شودمجموعه
شود با این رویکرد مجموعه ای سازگار با  به کارگیری اصل امکان پذیری ضعیف بیان می شود و نشان داده می

  .اصول موضوعه استخراج می شود
  
  تولید با دسترسی پذیری ضعیف شفردروش کاسمانن در مدل بندی مجموعه امکان   3-1

کرد، به جای به کار بردن یک فاکتور  ارایهاز تکنولوژی امکان پذیری ضعیف  ]9[کاسمانن در رویکردی که 
 .یکنواخت در مدل استفاده می نماید انقباض یکنواخت برای امکان پذیری ضعیف، از فاکتور های کاهش غیر

ی فار بندی امکان پذیری ضعیف به کار برد همان اصول موضوعه اصول موضوعه ای که کاسمانن برای مدل
بود، با این تفاوت که در اصل امکان پذیری ضعیف، فاکتورهای انقباض غیر (B4)   تا  (B1)وگراسکوف 

  . به کار می بردها یکنواختی را در مؤلفه های خروجی مطلوب و خروجی نامطلوب هر یک از واحد
ی خروجی معرفی شده توسط کاسمانن به ، مجموعهباشد kDMUفاکتور انقباضی  kθبنابراین با این فرض که

  :                                                            صورت زیر نوشته می شود

)8(                                                                          

{

}

1

1

1

1

ˆ ( ) ( , ) : , 1,. . . ,

, 1,. . . ,

, 1,. . . ,

1

0,0 1, 1,. . . , .
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k k

n n
k
K

k k k
m m

k
K

k k k
j j

k
K

k

k

k k

P x x n N

v v m M

w w j J

k K

λ

θ λ

θ λ

λ

λ θ

=

=

=

=

= ≤ =

≥ =

= =

=

≥ ≤ ≤ =

∑

∑

∑

∑

x v w

  

  
  گراسکوف و کاسمانن -ی مدل بندی فارمقایسه  3-2

مشاهده می شود که فاکتور انقباض غیر  )6(و فار وگراسکوف  )8(با مقایسه ی فرمول بندی کاسمانن 
اد ها در مدل بندی کاسمانن با تحمیل قیود مازواحد یکنواخت به کار رفته برای همه

1 2 . . . kθ θ θ= = ، یک قید محدود )6(مدل فار و گراسکوف  را نتیجه می دهد و چون مدل کلاسیک =
از طرفی، به بیان کاسمانن دلیل تئوری خاصی برای . کندمی  کوچکتررای امکان تولید کننده بیشتر دارد، مجموعه

همچنین بیان کرد که به کار  او. ود، وجود نداردی ها به کار برده شاینکه فاکتور انقباض یکنواخت برای همه
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در  ی کهموضوع. را تحمیل می کند 1امکان پذیری عدم ،)6(به صورت ) خروجی های نامطلوب(بردن قید دوم 
  .با مثال عددی تشریح خواهیم کرد بحث آن را ادامه

برای خطی کردن،  .د، غیر خطی بودن آن است که با یک روش ساده خطی می شو)8(یک مشکل فرمول بندی 
kبه دو قسمت به صورت    kDMUفرض کنید وزن های  k kλ η µ= ، نشان kµی دوم،مؤلفه. تجزیه شود +

1)یعنی (دهد   خروجی است که سطح فعالیت را کاهش می ی قسمتی ازدهنده )k k kµ θ λ= در حالی که  ).−
kیعنی (است که فعال باقی می ماند   ام kی قسمتی از خروجی واحد ، نشان دهندهkηمؤلفه ی اول، k kη θ λ= .(

kتوجه شود که متغیر انقباض اصلی از رابطه 
k

k k

ηθ
η µ

=
+

ذاری، با به کار بردن این نمادگ. می آید به دست 
  :به صورت زیر نوشته می شود) 8(ی خروجی حاصل از مجموعه

)9(                                                           

{

}

1

1

1

1

ˆ ( ) ( , ) : ( ) , 1,. . . , ,
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k k
m m

k
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k k
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P x x n N

v v m M

w w j J
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η µ

η

η

η µ η µ

=

=

=

=

= + ≤ =

≥ =

= =

+ = ≥ =

∑

∑

∑

∑

x v w

  

  

 .خطی است µو ηبرحسب متغیرهای) 9(ملاحظه می شود که 
  

  مثال عددی   1 - 3-2
   :با داده های زیر در نظر بگیرید Cو  A ،Bمجموعه ای شامل سه مشاهده ی

 
         .CوBو Aمشاهده  3مجموعه عددی شامل  .1جدول                

DMU نام واحد A  DMU B  DMU C  

    

      v  
w  
x  

8 
6 

5 

3 

4 

1 

5 

1 

4 

  
تأثیرات اصل امکان پذیری ضعیف بر مجموعه های خروجی، ابتدا مدلی را که عدم امکان پذیری   برای مشاهده

ی خروجی در این مثال به مجموعه با این فرض،. را برای خروجی های نامطلوب فرض می کند در نظر بگیرید
  :صورت زیر مشخص می شود

                                                 
١ No Disposability  
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{

}

ˆ ( ) ( , ) : 5 4 , 8 3 5 ,6 4 ,

1, , , 0

ND A B C A B C A B C

A B C A B C

P x v w x v wλ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

= + + ≤ + + ≥ + + =

+ + = ≥
      

محور افقی  .دهد شرح می x=1،...،5مجموعه های خروجی را به طور هندسی برای مقادیر ورودی  2شکل 
مرز  نشانگر ABCمثلث . محور عمودی کمیت خروجی مطلوب را نشان می دهدکمیت خروجی نامطلوب و 

خط های  .تشکیل شده اند A ،B ،Cتولید است و نقاط داخل این مثلث به وسیله ی ترکیبات محدب واحدهای 
  . های خروجی را نشان می دهد 2تیره تراز

  .         های مطلوب به دست آمده استقسمت های عمودی تراز های خروجی به دلیل امکان پذیری آزاد خروجی 

  
    خروجی های نامطلوب پذیری مجموعه های خروجی با عدم امکان .2شکل         

  
با  .در نظر  بگیریدفرض می کند واحدها  حال مدل کلاسیک فار و گراسکوف  که کاهش یکنواخت را در همه

  :این مثال مجموعه های خروجی به صورت زیر تشکیل می شود
  

)10(      
{

}
ˆ ( ) ( , ): 5 4 , (8 3 5 ) , (6 4 ) ,

1, , , 0, 0 1

UA A B C A B C A B C

A B C A B C

P x v w x v wλ λ λ θ λ λ λ θ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ θ

= + + ≤ + + ≥ + + =

+ + = ≥ ≤ ≤
                   

  

را برای  ی خروجیترازهای این مجموعه 3شکل . مشاهده می شود که ساختار این فرمول بندی غیر خطی است
  .تشریح می کند x=1،...،5مقادیر ورودی  

ی خروجی ، مجموعه)3(در شکل. رازها به وضوح نمایان است، تغییر در شکل ت)3(و ) 2( شکل های یبا مقایسه
ˆ (1)UAP  ی خروجی  است در حالی که مجموعه) 4و0(و )4و3(، )0و0(سه ضلعی با رئوسˆ (3)UAP چهارضلعی ،
توجه کنید . به مرز تولید اضافه شده است OBCحقیقت، مثلث  در. است و  ، ، با رئوس

  . ی خروجی قرار گرفته اندو در ساختار مجموعه گسترش یافته اند OBCی  که ترازها در امتداد رویه

                                                 
٢ Isoquant 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
13

 ]
 

                            10 / 18

http://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-316-fa.html


 

 ۵٣- ۶٩    ) ١٣٩٠(   ٣٠         ূ਼࡛࣪ق భ عمൎیات و کاୀد୓ی آن ख़ج૤ه 

 

63 
 

 
 مجموعه های خروجی با امکان پذیری ضعیف کلاسیک. 3 شکل   

  
  : صورت زیر نوشته می شود در این مثال به) 2(سرانجام، شکل کلی امکان پذیری ضعیف 

{
}

ˆ( ) ( , ) :5 4 5 4 ,8 3 5 ,6 4 ,

1, , , , , , 0

A B C A B C A B C A B C

A B C A B C A B C A B C

P x v w x v wη η η µ µ µ η η η η η η

η η η µ µ µ η η η µ µ µ

= + + + + + ≤ + + ≥ + + =

+ + + + + = ≥
  

  

تفاوت کلیدی . شرح داده شده است x=1،...،5مجموعه های خروجی به طور هندسی برای مقادیر ورودی 
انقباض  این تفاوت ناحیه به دلیل تفاوت حاصل از اعمال فاکتورهای. مشهود است OBCدر رویه ) 4(و ) 3(اشکال

         ، ابتدا با منقبض کردن )9(در  P(3)ˆیمجموعه ی رأسی برای مثال نقطه. همه واحدهاست در
خروجی های 

BDMU به صفر و سپس ترکیب محدب آن با 
CDMUبا وزن های ، , 0A Aη µ = ،1

3
Bµ = 

0Bµ = 0Cµ =  ،2
3

Cη   . می آید به دست =
تحت اصول پایه ای  ی نقطهبرای نمونه، با اینکه . را نشان می دهد) 5(این مثال محدودیت فرمول بندی 

  .آید به دست) 5(امکان پذیری ضعیف و تحدب شدنی است، نمی تواند با استفاده از مدل 

  
  ی خروجی ها با اصلاح روش امکان پذیری ضعیفمجموعه. 4شکل 
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  رویکرد کاسمانن و پودینوسکی  3-3
یک پارامتر امکان پذیری واحد  ،]13[فردمفهوم اولیه شدر مقاله ای بیان کردند که در  ]7[فار و گراسکوف

فعالیت های خروجی در نظر گرفته شده است و ادعا کردند که مجموعه امکان تولید شده توسط مدل  برای همه
از این رو، کاسمانن و  .بندی کاسمانن بزرگتر از حد نیاز برای صدق دادن اصل امکان پذیری ضعیف شفرد است

ی امکان تولید با تکنولوژی شفرد مدل خود با یک مثال عددی نشان دادند مجموعهی در مقاله ،]10[پودینوسکی
ی نقاط تولید شدنی نبوده و گراسکوف که یک فاکتور انقباض را به کار می برد شامل همه -بندی شده توسط فار

تولید با همچنین ثابت کردند مجموعه امکان . منجر به نقض تحدب، یکی از فرض های پایه ای مدل می شود
) ی محدبپوسته(ی برون یابی صدق می کند و کوچکترین توسیع محدب تکنولوژی کاسمانن در اصل کمینه

  .مجموعه امکان تولید با تکنولوژی شفرد است، و تنها در یک مورد خاص این دو مجموعه یکسان هستند
تکنولوژی بازده به مقیاس متغیر را نشان  حالتی را در نظر بگیرید که مجموعه امکان تولیدبرای تشریح این مفاهیم، 

صدق (B3) تا   (B1)ی ی امکان تولید شامل مشاهدات بوده و در اصول موضوعهدهد و فرض کنید مجموعه
  .کند

Mی زیر مجموعه های ی امکان تولید، توسط اشتراک همهمجموعه ،DEAدر مدل های J N+ +
+ℜدر اصول  که

    ی برون یابی شناخته این به عنوان اصل کمینه. می شودمشخص ند، ا مشاهدات پایه ای صدق کرده و شامل همه
  .می شود

ی برون یابی ی امکان تولید واجد شرط امکان پذیری ضعیف و کمینهاستدلال کرد که مجموعه ]9[کاسمانن 
مجدداً می تواند  KTتوجه کنید که مجموعه امکان تولید. باض متفاوت  به صورت زیر استفاکتور انقKنیازمند 

چند وجهی است و  KTآمد، بیان شود و نتیجه می دهد به دست ]9[ به صورت معادل خطی که در کاسمانن
  .تنها نیازمند مسائل برنامه ریزی خطی است DEAاستفاده از آن برای مدل های
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  مثال عددی  1- 3-3
برای اثبات اینکه مجموعه امکان تولید با تکنولوژی شفرد اصل تحدب را نقض می کند و برخی 

را با ) 1-3-3( شدنی هستند را شامل نمی شود، مثال عددی بخشهایی که تحت اصول موضوعه ای DMUاز
  . در نظر بگیرید Bو  Cو واحدد

DMUC)5, 1, 4(دو فعالیت شدنی  H)0, 0, 1( ی فرضیDMUو=  FGTاگر . در نظر بگیرید FGTدر  =
  5شکل که در . نیز بایستی در آن قرار بگیرد Cو  Hهر ترکیب محدب  آن گاهی محدب باشد، یک مجموعه

   .گونه نیست اینمورد  این

  
  یک فاکتور انقباض مجموعه امکان تولید حاصل از تکنولوژی فار و گراسگوف با  .5شکل 

  
   اصل تحدب، یکی از  توسط فار و گراسکوف این مثال ساده نشان می دهد که مدل بندی تکنولوژی شفرد

فرض های کلیدی مجموعه یعنی تحدب را نقض می کند و نقاطی که بایستی طبق مجموعه اصول شدنی باشند را 
تکنولوژی کاسمانن با همان واحدها نشان داده می  ، مجموعه حاصل از)6(برای مقایسه، در شکل . شامل نمی شود

این مجموعه . مشخص شده است HEو  DW ،BV ،CUو نیم خط های  BDH و BCHشود که با دو مثلث 
  .چند وجهی و بنابراین محدب است

  
  مجموعه امکان تولید حاصل از تکنولوژی کاسمانن با فاکتور های انقباض متفاوت. 6شکل
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  ول مجموعه امکان تولید با تکنولوژی کاسماننتوصیف اص 2- 3-4
      ی مطابق اصل کمینه HRSثابت کرد که مجموعه امکان تولید حاصل از تکنولوژی  ]14[پودینوسکی 

اثبات این نتیجه شامل دو مرحله . ی سازگار با اصول موضوعه معرفی شده استبرون یابی، کوچکترین مجموعه
دوم،  در مرحله. ل بیان شده صدق می کندی اصومی شود که این مجموعه در همه در مرحله اول نشان داده. است

. نشان داده می شود که زیر مجموعه ای از تمام مجموعه های دیگری است که در همان اصول صدق می کنند
  .ی زیر استفاده می کنیمهمان تکنیک را برای اثبات قضیه

، کوچکترین مجموعه شامل تمام  KTمکان پذیری ضعیف کاسمانن مجموعه امکان تولید با تکنولوژی ا .2قضیه 
فعالیت های مشاهده شده و صادق در اصول  امکانپذیری آزاد ورودی ها و خروجی های مطلوب، امکان پذیری 

  .ضعیف خروجی های مطلوب وخروجی های  نامطلوب و نیز تحدب است
  .در اصول صدق می کند T̂Yی ثابت شود که  ی اول بایستدر مرحله اثبات
)اگر  , , )v w x  1با بردار های( ,. . . , )Kλ λ=λ 1و( , . . . , )Kθ θ=θ  درKT  ،ربنا ب آن گاهباشد (B2)، 

( , , )′ ′ ′v w x   با,′ ′≥ ≤x x v v نیز با همانθ وλ درKT برای اثبات . قرار دارد(B3) ،( , , ) KT∈v w x را در نظر
α[0,1]برای هر. صدق می کند λو θبا بردارهای) 8(بگیرید که در  θ، اگر بردار∋ تغییر داده و  αθرا به 

) آن گاهبدون تغییر بماند،  λبردار , , )α αv w x  پس . صدق خواهد کرد) 8(نیز در(B3) برای . رقرار استنیز ب
)، (B4)اثبات  , , ) , ( , , ) KT∈v w x v w x به ترتیب با بردارهای  این دو .را در نظر بگیرید,θ λو ,θ λ   8(در (

α[0,1]برای هر .صدق می کنند   : تعریف می کنیم∋
 ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) (1 ) ( , , )α α= + −v w x v w x v w xبر این برداربناˆ ˆ ˆ( , , )v w x با بردار ˆ ˆ,θ λ  که به صورت زیر

  .صدق می کنند) 8(تعریف می شود در 
  

ˆ (1 )k k kλ αλ α λ= + −                                                                                                        (i) 
 
ˆ ˆ( (1 ) )k k k k k kθ αθ λ α θ λ λ= + −                                                                                 (ii) 

  
k ،ˆ0هم چنین برای هر . نامنفی اند و مجموع آن ها مساوی با یک است kλˆمؤلفه های 1kθ≤ همچنین برای . ≥

.,1هر  . . ,m M=  داریم: 
1

K
k k k

m m
k

v vθ λ
=

و ∑≤
1

K
k k k

m m
k

v vθ λ
=

و دومی در  αکه با ضرب اولی در . ∑≤
1 α−و جمع نتایج نامساوی ها با هم، خواهیم داشت ،:  

  

1

(1 ) (1 )
K

k k k k k
m m m

k

v v vαθ λ α θ λ α α
=

 + − ≥ + − ∑  
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1)با ضرب و تقسیم هر عبارت داخل براکت در  )k kαλ α λ+ ، )2(و ) 1(گذاری مقادیر  و جای−

1

ˆ ˆ ˆ
K

k k k
m m

k
v vθ λ

=

با تکرار همین روند،. می آید به دست ∑≤
1

ˆ ˆ ˆ
K

k k k
j j

k

w wθ λ
=

و   ∑=
1

ˆ ˆ
K

k k
n n

k

x xλ
=

≤∑ 
  .ها حاصل می شودبرای خروجی های نامطلوب و ورودی 

است که در اصول موضوعه ی  T̂زیرمجموعه ی هر مجموعه KTدر گام بعد بایستی ثابت  شود که مجموعه
(B1) – (B4) برای این منظور .صدق کند( , , ) KT∈v w x را که با بردارهایλ ,θ  صدق می کند در ) 8(در

)ˆثابت می کنیم. نظر بگیرید , , ) T∈v w x . عضوی از ) 8(سمت چپT̂  است چون از( , , )k k kv w x های
یک ترکیب محدب تشکیل شده kλمنقبض شده و سپس با وزن های kθمشاهده شده که نخست با فاکتور های

  ، امکان پذیری آزاد ورودی ها و خروجی های خوب صدق (B2)در اصل  T̂چون. آمده اند به دست ،است
)بایستمی  می کند، , , )v w x  شامل شود) 8(را در سمت راست.  

 2قضیه. جموعه امکان حاصل از تکنولوژی کاسمانن بزرگتر از حد لزوم استادعا کردند که مفار و گراسکوف 
فار  و بر اساس مثال قبل نتیجه می شود با اینکه مجموعه مدل بندی شده. ثابت می کند که این تعبیر نادرست است

  . کند و گراسکوف برای تکنولوژی شفرد کوچکتر است، اما اصل تحدب را نقض می
ی محدب شامل تکنولوژی شفرد  ی دهد که مجموعه امکان تولید کاسمانن کوچکترین مجموعهبعد نشان م قضیه
  . است

ی محدب مجموعه پوسته KTتکنولوژی امکان پذیری ضعیف کاسمانن امکان تولید حاصل از مجموعه .3قضیه 
  .است   FGTامکان تولید با تکنولوژی شفرد

چون . شوند  را شامل می FGTاشتراک تمام مجموعه های محدبی است که KTبایستی ثابت کنیم که  .اثبات
KT ی محدب است، کافی است نشان دهیم که هر فعالیت مجموعه( , , ) KT∈v w x  محدب  از یک ترکیب

).است  FGTبعضی فعالیت های , , )v w x با ) 8(در,λ θ برای سادگی نمایش و بدون کم شدن . صدق می کند
0meهمچنین. مثبت باشند kλاز کلیت مسأله، فرض کنید که مؤلفه های ≥،)1,. . . ,m M= ( متغیرهای کمکی
0ndقیود نامساوی خروجی های مطلوب و   ≥،)1,. . . ,n N= (برای . ها باشد متغیرهای کمکی ورودی

0me، متغیرهای کمکی m=1،...Mهر kی مؤلفه Kرا به  ≤
me در اینصورت. تقسیم کنید   :  

   

  )i(                   
1 1 1

( ) ( (1 ) )
K k K

k k k k k k k k k k k k
m m m m m m m

k k k

v v e v e v eθ λ θ λ λ θ λ
= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑                                 

kتوجه کنید که بنا به تعریف  
me 1بعلاوه، برای هر . نامنفی اند) 3(تفاضلات  تمام ،ها,. . . ,n N=  داریم:  

)ii (                                                                   
1 1

( )
K k

k k k k k k
n n n n n

k k
x x d x dθ λ λ θ

= =

= + = +∑ ∑  
  

)،)4(و) 3(با توجه به مقادیر  , , )v w x  ترکیب محدبk فعالیت با وزن هایkλچنین فعالیتی، چون . است
)ی ی انقباض فعالیت های مشاهده شدهبواسطه , , )k k k

F GTθ θ ∈v w x  با امکان پذیری آزاد ورودی ها و
  .قرار دارد FGTآمده است، در مجموعه  به دستخروجی های مطلوب 
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  نتیجه گیری  4
ویمن اشاره شد که توسط فارو - در این مقاله به مدل بندی خروجی های نامطلوب با رویکرد اولیه هایلو

گروسکوف با این انتقاد مواجه شد که این رویکرد مناسب نیست، از این جهت که با تعریف شفرد از دسترسی 
عه امکان تولید سازگار با اصول موضوعه شفرد این تفکر برای دستیابی به مجمو. پذیری ضعیف ناسازگار است

یک مثال عددی ساده توسط کاسمانن نشان می دهد که تکنولوژی امکان . توسط فار و گراسکوف ادامه می یابد
ی شفرد که توسط فار و گراسکوف مدل بندی شده است محدب نیست و از این رو پذیری ضعیف تعریف شده

ید را نقض می کند و مجموعه امکان تولید محدب مینیمال واجد شرایط یکی از فرض های کلیدی تئوری تول
علاوه بر این، حتی اگر اصل تحدب را کلاً حذف کنیم مجموعه امکان تولید معرفی . امکان پذیری ضعیف نیست

  . با شرط امکان پذیری ضعیف نخواهد بود توسط فار و گراسکوف از تکنولوژی شفرد کوچکترین مجموعه شده
 ی کاسمانن و پودینوسکی معرفی گردید، ثابت شده است که مجموعهبررسی اصول موضوعه ای که به وسیلهدر 

معرفی شده توسط کاسمانن  زیر مجموعه ای از مجموعه های با تکنولوژی محدبی است که به طور مشترک 
ی وعه تحت مجموعهضعیف خروجی های خوب و بد را دارا هستند و بنابراین کوچکترین مجم دسترسی پذیری

ی در مقابل فرمول بندی شفرد که یک فاکتور انقباض یکنواخت را برای همه .اصول موضوعه مطرح شده است
برد، فرمول بندی کاسمانن فاکتور های انقباض متعدد را به طور جداگانه ای برای هر یک از  فعالیت ها به کار می

  . های مشاهده شده به کار می برد فعالیت
این گفتار دسترسی به درک مناسبی از مفهوم دسترسی پذیری ضعیف در ادبیات تئوری تولید را فراهم  موعدر مج

می کند و مدلی که سازگار با اصول موضوعه این بحث بودن و برای مدل بندی خروجی های نامطلوب، مطلوب 
  .می کند ارایهدر واقع مدل بندی خوبی از خروجی های بد . است
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