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سرافینی براي تعیین مرزبهینه  - یک روش عددي مبتنی بر روش پاسکولتی

  سازي چندهدفهبهینه مسایلپارتو در 
  

  2*، اسماعیل خرّم1آرمین قانع کنفی

  . دانشجوي دکتري، دانشگاه آزاد اسلامی واحد کرج، گروه ریاضی، کرج، ایران -1
  . ی و کامپیوتر، تهران، ایراندانشیار، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، دانشکده علوم ریاض -2

  
    1396 اردیبهشت 1 :رسید مقاله

  1396 مهر 4: پذیرش مقاله

  
  چکیده

سـازي  بهینه مسایلاي از نقاط بهینه پارتو در یکی از مهمترین کاربردهاي علوم ریاضی در صنعت و مهندسی، تعیین مجموعه
در ایـن مقالـه، یـک روش عـددي مبتنـی بـر روش       . کم دو تابع هـدف نامتناسـب و متضـاد اسـت    چندهدفه در حضور دست

ارتبـاط بـین   . شـود مـی  ارایـه سـازي چندهدفـه   بهینـه  مسـایل فینی به منظور تعیین تقریبی از مرز بهینه پـارتو در  سرا-پاسکولتی
سازي چندهدفـه را بـا اسـتفاده از چندقضـیه     ي بهینهمسالهشده و نقاط غیرمغلوب کمی سازيي بهینهمسالهي هاي بهینهجواب

هاي محدودیت نرمال روش باکارایی و اعتبار روش پیشنهادي اي از سهمقای هاي عدديسازيدر بخش شبیهدهیم و نشان می
پـارتو نامحـدب و   اي معـروف کـه داراي مـرز بهینـه    نمونـه  يمساله دو را در قالبو روش اشتراك مرزي نرمال اصلاح شده 

  . آوریمهستند، میگسسته 
  

  . سازي غیرخطی و نامحدبافینی، بهینهسر-سازي پاسکولتیسازي چندهدفه، مرز پارتو، کمیبهینه :کلمات کلیدي
 

 
  مقدمه  1

ی مواجه هستیم که داراي چندین تابع هدف غیرخطی و متعارض با یکـدیگر  مسایلسازي اغلب با ي بهینهدر حوزه
. هاي متفاوت بین اهـداف گونـاگون اسـت   بستانبده ارایه، تصمیمات بهینه نیازمند مسایلدر این نوع . ]5-1[ هستند

کیفیت محصـول   افزایشک کارخانه، کم کردن مدت زمان فرآیند تولید یک محصول، یبراي مثال در خط تولید 
ازي س ـي بهینـه مسـاله اي از یـک  هاي خاص، نمونهخروجی و کاهش استهلاك تولید تحت یک سري محدودیت

هـا منطبـق بریکـدیگر    ي آنسه هدفه است که اولاً مقیاس توابع هدف متفاوت از یکدیگر بوده و ثانیاً جواب بهینـه 
هـاي  ها مابین توابع هدف مواجه هستیم که شامل بهترین انتخاببستاناي از بدهدر این حالت با مجموعه. باشندنمی

ایـن مجموعـه   . نـامیم ي بهینه پارتو میاین مجموعه را مجموعه. دشوهاي بینابین میتوابع هدف فردي و تمام حالت

                                                
  دار مکاتباتعهده *

 eskhor@aut.ac.ir: آدرس الکترونیکی
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ي شـدنی در فضـاي   ي غیرخطـی بـین مجموعـه   جایی کـه عمومـاً یـک رابطـه    در حالت کلی نامعلوم است و از آن
دست آوردن یـک نگاشـت روي آن بسـیار پیچیـده یـا      ي شدنی در فضاي معیار برقرار است، بهتصمیم و مجموعه

هایی هستند که بتوانند ایـن  در جستجوي راه )MOP( سازي چندهدفههاي بهینهتمام روش. کن استمعمولاً غیرمم
هـاي محاسـباتی   به دلیـل هزینـه  ) سطح بهینه پارتو(اگر چه تولید کل این مجموعه . مجموعه را بهتر توصیف نمایند

پـارتو بـا توزیـع    ه تولیـد نقـاط بهینـه   یرش خواهند بود که قـادر ب ـ ذهایی قابل پصرفه نیست؛ بنابراین روشمقرون به
باشند و توصیف بهتري از مـرز بهینـه پـارتو واقعـی را     ) و نه بخشی از آن(پارتو یکنواخت و در سرتاسر سطح بهینه

  . هاي تابع نیز داراي اهمیت استاگر چه در این بین نیز کاهش تعداد ارزیابی. دهند ارایه
باشـد کـه در کارهـاي    به سرعت درحال رشد می )MCDM( یارههاي چندمعگیريي مربوط به تصمیمحوزه

سـازي  ي بهینـه در حـوزه  مسـایل محققـین معمـولاً   . ]12-6[ خـوبی نمایـان اسـت   محققین در این چنددهـه اخیـر بـه   
دهند و در نتیجـه رویکردهـاي متفـاوت و اهـداف گونـاگونی      ات مختلف مورد مطالعه قرار میچندهدفه را از جه

یـا تعیـین مقـدار    /هاي بهینه پارتو ویک رویکرد ممکن است یافتن یک مجموعه از جواب. پیرامون آن وجود دارد
گیرنـده را  تصـمیم هـاي  یا یافتن یک جـواب باشـد کـه خواسـته    /نماید وبستان که در اهداف مختلف صدق میبده

  . برآورده سازد
 )SOP( هدفـه پـارامتري  سـازي یـک  ي بهینـه مسالهسازي چندهدفه را به یک ي بهینهمساله ،هابرخی از روش

سازي به دقـت انجـام   اگر کمی. نامندشده میسازي کمیي بهینهمسالهاي را یک مسالهچنین . ]13[ نمایندتبدیل می
  . ]13[ دست آمده از آن تضمین خواهد شدهاي بهپذیرد، بهینگی پارتو جواب

  :که عبارتند از ]13[ شوندسازي چندهدفه به چهار کلاس تقسیم میي بهینهمسالههاي حل روش
 . شودگیرنده استفاده نمیکه از تصمیم ارجحیتهاي بدون اطلاعات روش .1

 هاي پیشینیروش  .2

 هاي پسینیروش  .3

  هاي تعاملیروش .4
دسـت  هاي توافقی بدون اطلاعـات ارجحیـت بـه   گیرنده در دسترس نیست، طبیعتاً جوابهایی که تصمیمدر روش

داشـته باشـد در درون یـک تـابع      تـاثیر گیرنـده  که نظر تصـمیم هدف بدون آن ها، تمام توابعدر این روش. آیندمی
گـردد کـه   مـی  ارایـه شـده حـل شـده و جـواب بهینـه      سـازي کمـی  ي بهینـه مسالهسپس یک . شوندهدف جمع می

گیرنـده در توزیـع   مزیـت ایـن روش آن اسـت کـه تصـمیم     . را بپذیرد و یا رد نمایـد گیرنده ممکن است آن تصمیم
گیرنده است که تصمیم عیب این روش آن. شودسازي میدست آمده دخالتی ندارد و به آسانی پیادهي بههاجواب

گیرنده اعمال شده هاي پیشینی، اطلاعات ترجیحی در ابتدا توسط تصمیمدر روش. کنترلی بر کیفیت جواب ندارد
در یـک روش پسـینی، در ابتـدا یـک     . آیـد دست میها صدق نماید، بهو سپس بهترین جواب که در این ارجحیت

در . هـا یکـی را برگزینـد   گیرنده بایـد از میـان آن  آید و سپس تصمیمدست میپارتو بههاي بهینهمجموعه از جواب
  . گذار استتاثیر مسالهطور مکرر در فرآیند حل گیرنده بههاي تعاملی، تصمیمروش

  . باشدهاي پسینی میشده در این مقاله مبتنی بر روش ارایهروش پیشنهادي 
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  :سازي چندهدفه در حالت کلی به صورت زیر استي بهینهمسالهیک 
)1(   ( ) ( ), ( ),..., ( ) ,pMin f f f p


 1 2 2

x X
f x x x x   

که  nRX ي شدنی ناتهی ومجموعهf     یک تـابع مقـدار بـرداري تشـکیل یافتـه از( ),p p2    تـابع مقـدار
:را با نماد fتحت نگاشتXتصویر. حقیقی است ( )  pRY f X نامیمرا فضاي تصویر مینشان داده و آن .  

,ˆبراي   pRy y،  
 ˆy y  به معناي آنست که به ازاي هر, , , k p1 kˆداریم 2 ky y . 

 ˆy y≦  به معناي آنست که به ازاي هر, , , k p1 kˆداریم 2 ky y . 

 ˆy y به معناي آنست کهˆy y≦ اماˆy y . 

را بـه صـورت زیـر     ≦pRشـود و مخـروط   اي فوق براي فضاي هـدف اسـتفاده مـی   مولفههاي در این مقاله از ترتیب
  . کنیمتعریف می

)2(   p pR R  ≧ ≧x x   
xبردار تصمیم: 1 فیرتع X  برغالبx Xاگـر بـه ازاي هـر    است اگروفقط, ,...,k p1 داشـته باشـیم    2

( ) ( )k kf fx x نویسـیم الت مـی صورت اکید باشد؛ در این حکم در یک اندیس نامساوي بهو دستx x .
  . گوییممی) یا جواب بهینه پارتو(را جواب غیرمغلوب  xگاهبهتر نباشد، آن xطور اکید ازاگر هیچ جوابی به

ˆجـواب شـدنی   :2 فیتعر x X     گوینـد اگـر   مـی ) 1(سـازي چندهدفـه   ي بهینـه مسـاله را یـک جـواب کـاراي
xجواب X کهطوريوجود نداشته باشد بهˆ( ) ( )f x f x .اگرˆ x X صورتکارا باشد در اینˆ( )f x  را

  . نامندي غیرمغلوب مییک نقطه
ˆجواب شدنی :3 فیتعر x X  گوینـد اگـر   مـی ) 1(سازي چندهدفه ي بهینهمسالهرا یک جواب کاراي ضعیف

xجــواب X  ــه ــد ب ــود نداشــته باش ــهطــوريوج )ˆک ) ( )f x f x .ــر ˆاگ x X   ــد در ــعیف باش کــاراي ض
)ˆصورت این )f x نامندي غیرمغلوب ضعیف میرا یک نقطه .  

ــه ــواب مجموع ــام ج ــاي ي تم ــارا ه ــعیف  ک ــاراي ض ــالهو ک ــهمس  ــي بهین ــازي چندهدف ــا  ) 1(ه س ــب ب ــه ترتی را ب
 NYنـامیم و بـا  دهیم و تصاویرشان را به ترتیب مرز پارتو و مـرز پـارتو ضـعیف مـی    نشان می WEXوEXنمادهاي

  . دهیمنشان می WNYو
*ينقطه :4 فیتعر * * *( , , , )  T

pf f f f1 *کـه   2 ( )k kf Min f



x X

x  بـراي, , , k p1 آل ي ایـده را نقطـه  2
  . گویندمی) 1(سازي چندهدفه ي بهینهمساله

Iبراي مجموعه :5 فیتعر X فیلتر پارتو مجموعه ،I گرددصورت زیر تعریف میبه .  
 Pareto( ) : , , ( ) ( )    I x x I y I f y f x   

ن در غالـب  سازي چندهدفـه، دوبـاره فرمولـه کـردن آ    ي بهینهمسالههاي یک یک روش معمول براي تعیین جواب
شده پـارامتري در حالـت کلـی بـه     سازي کمیي بهینهمسالهیک . هدفه پارامتري استسازي تکي بهینهمسالهیک 

  :صورت زیر است
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)3(   ( ),..., ( ),pMin g f f



 1x X

x x   
يپارامتر برداري است و مجموعه  که در آن X X وابسته به پارامتر است و:  pg R R1  یک تابع

  . باشدمی
از هاي بهینـه پـارتو   توان به تمام جواببه ازاي پارامترهاي مختلف می) 3(سازي ي بهینهمسالهي حل به وسیله

سـازي و  هـاي مبتنـی بـر کمـی    اي بـر مجموعـه روش  بـه منظـور مطالعـه   . سازي چندهدفه دست یافـت ي بهینهمساله
  . مراجعه نمایید ]14[سازي به همچنین غیر کمی

باشـد و یـک روش   مـی ) PS(سـرافینی  -سـازي پاسـکولتی  در این مقاله، تمرکز اصلی بر روي تکنیک کمـی 
سازي چندهدفه در حالت ي بهینهمسالهپارتو یک اسبی از مرز بهینهعددي مبتنی بر روش فوق براي تولید تقریب من

سازي هاي کمیباشد و بسیاري از روشآنست که بسیار جامع می PSهاي روش یکی از مزیت. دهیممی ارایهکلی 
محـدودیت  -و روش) mNBI(دار شـده، روش اشـتراك مـرزي نرمـال اصـلاح شـده       مانند روش چبیشـف وزن 

بـه  ) mNBI(براي مثال، فرمـول روش اشـتراك مـرزي نرمـال اصـلاح شـده       . ]8[باشند هاي خاصی از آن میحالت
  :صورت زیر است

)4(  
,

. .
( ),

s R
Max s

s t
s

 



x X

n f x ≧
   

که pR≧ یک پارامتر است و 



p

k
k 1

aاگر قرار دهیم. 1 ،  s tو n r  در این صورت
  :استدار شده به صورت زیر به عنوان مثال دیگر، روش چبیشف وزن. معادل خواهند بود PSو  mNBIروش 

)5(   
,...,

( ) ,k k kk p
Min Max w f a
 


1x X

x   

kwکه ،, , , k p1 و  2 pa R .اگر قرار دهیم
kk wr دار شده و روش گاه روش چبیشف وزن، آن1

  . معادل خواهند بودسرافینی -سازي پاسکولتیکمی
طـور خلاصـه   سـرافینی بـه  -، روش پاسـکولتی 2در بخـش  . گـردد در ادامه مقاله به صورت زیر سازماندهی مـی 

 در aجدیـد در انتخـاب پـارامتر    روش، یک 3در بخش. شودگردد و برخی از خواص آن آورده مییادآوري می
، روش پیشـنهاد شـده را   4در بخش . شودمی ارایهسازي چندهدفه بهینه مسایلبراي حل سرافینی -روش پاسکولتی

هـاي  دسـت آمـده از روش  سازي کرده و نتایج حاصل از آن را بـا نتـایج بـه   اي معروف پیادهي نمونهمساله دوروي 
آورده  5 گیـري در بخـش  در نهایت، نتیجه. نماییممحدودیت نرمال و اشتراك مرزي نرمال اصلاح شده مقایسه می

  . شودمی
  

   سرافینی -سازي پاسکولتیروش کمی  2
 و pR کـه بـه ترتیـب از    rو  a از دو پـارامتر  PS سازيروش کمی \pR    شـوند، بـراي تعیـین   انتخـاب مـی 

اسـتفاده   ≦pR نسـبت بـه مخـروط ترتیبـی    ) 1(سـازي چندهدفـه   ي بهینـه مسـاله عیف و کـاراي  هاي کاراي ضجواب
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  :کند می

)6(  
,

PS( , ) ,

. .
( ),

t R
a r Min t

s t
a t

 



x X

r f x≧
  

 مخروط ترتیبی) 6(ي مسالهبه منظور حل  pR≧ را در جهت r )یا r (روي شعاعa tr ي با شروع از نقطهa 
) يکه مجموعهدهیم تا اینحرکت می ) ( )  pa t R Xr f≧  ین تـر  کوچـک  .ي تهـی تقلیـل یابـد   به مجموعـه

) که به ازاي آن t مقدار ) ( )   pa t R Xr f≧ سـازي  ي بهینـه مسـاله باشد را یک مقـدار مینیمـال از   می
  . دهدسازي دوهدفه نشان میي بهینهمسالهرا براي یک  PSطرز کار روش  1شکل گویند، می) 6(ي شده کمی

f1

f2 r

a

t a r R≧
2

t a r R≧
2

( )f X

 
  سازي دوهدفهي بهینهمسالهبراي یک  PSطرز کار روش  .1شکل 

  
   .شودآورده می ]15[ در ادامه یک قضیه از. ببینید ]15 و8[ توانید دررا می PSخواص روش 

   .را در نظر بگیرید ≦pR دار بستهمخروط محدب نوك :1 هیقض
) صـورت یـن باشـد، در ا  )1(سـازي چندهدفـه   ي بهینـه مسـاله یک جواب کاراي  x فرض کنید) الف , ) x   یـک

) است که در آن )6(جواب بهینه  )a  f x  و \pR ≧r یک جهت دلخواه است.   
) فرض کنید) ب , )t x    باشـد در ایـن صـورت    )6(یک جـواب بهینـه x      ي مسـاله یـک جـواب کـاراي ضـعیف

) است و )1(سازي چندهدفه  بهینه )a t r f x .  
) فرض کنید مجموعـه . را در نظر بگیرید ≦pR يتهدار محدب بسمخروط نوك :2 هیقض )  pRf X محـدب و   ≦

N ض کنیــدربســته بــوده و فـ ـ   Yبــه ازاي هــر  )6(شــده ســازي کمــی ي بهینــهمســاله صــورت ، در ایــن 
 ( , ) \p pa r R R  ≧   . داراي عضو مینیمال است ≦

)به عنوان یک نتیجه، اگر  )  pRf X  محدب و بسته بوده و به ازاي هر انتخاب≦ ( , ) \p pa r R R  ≧ ≧ 
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N گاهفاقد جواب باشد آن )6(سازي ي بهینهمساله Y .  
) الهمساشاره شده است که  ]15[در  :هتبصر , )PS a r هايبه ازاي برخی انتخاب ,  pa Rr کران از پایین بی
  . است

   aمحدودسازي انتخاب پارامتر 2-1
را بـه   )1(سازي چندهدفه ي بهینهمسالههاي کاراي یک توان تمام جواب، می)الف( 1 هیقضبه عنوان یک نتیجه از 

 ازاي پارامتر ثابت \pR ≧r و تنها با تغییر پارامترpa R  از یـک روش بـه منظـور     ]15[در . دسـت آورد بـه
هـاي کـاراي یـک    تمـام جـواب  شده است که همچنان قادر بـه تعیـین    ارایه pRاز aرمحدودسازي انتخاب پارامت

  . دهیمطور خلاصه توضیح میدر ادامه، این روش را به. است )1(سازي چندهدفه ي بهینهمساله
ــارامتر  ــاب پ ــه aمحدودســازي انتخ ــت دوهدف ــه  -در حال ــت دوهدف ــراي حال ب \R 2 r ــفحه  و ابرص

 H R b y b y    2
1 1 2 2y را در نظر بگیرید که    , \b b b R  2

1 Rو 2  .  
arg ابتدا نقاط min ( )k kx f




x X
x ،,k  1 ) را تعیین کرده و سـپس نقـاط   2 )kxf ،,k  1  را در جهـت  2

r روي خط H تصویر این نقاط روي. کنیمتصویر می H عبارتند از:  
( ): ( ) H, ,

T
k

k k T

xa x k
     1 2b ff r

b r
   

 ياز مجموعـــــــه a دهـــــــد کـــــــه انتخـــــــاب پارامترهـــــــاينشـــــــان مـــــــی ]15[در  2-17 يقضـــــــیه
 ( ) , [ , ]aH H a a        1 21 1y y سازي دوهدفه ي بهینهمسالهي پارتو یک تقریب از مرز بهینه

  . دهدمی را
هدفه و بـالاتر، روش فـوق نادرسـت    هاي سهبراي حالت -هدفهدر حالت سه a محدودسازي انتخاب پارامتر

از یـک محـدودیت    ]15[براي رفع این مشـکل در  . نشان داده شده است 19-2این موضوع در مثال  ]15[در . است
) ي تصـویر وسیله تصویر کردن مجموعهبه a براي پارامتر H يتر از مجموعهضعیف )f X  در جهـت r  روي

   .آورده شده است ]15[در  تر بیشاطلاعات . پیشنهاد شده است Hمجموعه 
سازي با بـیش از دو تـابع هـدف در عمـل دشـوار      بهینه مسایلدر  PSسازي روش لازم به ذکر است که پیاده

  . باشدمی
از روي یک ابرصـفحه انتخـاب گـردد از یـک ابرکـره اسـتفاده        a که پارامترجاي آندر روش پیشنهادي به

کـار  سـازي از هـر تعـداد تـابع هـدف بـه      بهینه مسایلاي این روش آنست که مستقیماً براي هیکی از مزیت. شود می
 روش پیشنهادي از یک رویکرد پسینی با ایـن خاصـیت کـه یـک توزیـع یکنواخـت از نقـاط روي سـطح        . رود می

ایـن  . کنداده میگردد، استفي پارتو میي پارتو روي سطح بهینهاز نقاط بهینه ابرکره منجر به یک توزیع یکنواخت
نواحی  واحی محدب با انحناي غیریکنواخت،ها نسازي چندهدفه که مرز پارتو آنبهینه مسایلروش در مواجهه با 
مفیـد   مـوثر طـور  تواند بهباشند، میهاي مغلوب میهاي غیرمغلوب و نواحی نامحدب با جوابغیرمحدب با جواب

  . باشد
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  توصیف روش پیشنهادي  3
بعـد از تعیـین   . آل وجـود دارد ي ایـده را در نظر بگیرید و فـرض کنیـد کـه نقطـه     )1(سازي چندهدفه ي بهینهمساله
اختیار  که کمینه خود را در صفر و بیشینه خود را در یکطورينماییم بهآل، توابع هدف را نرمالایز میي ایدهنقطه

 آل اسـت و توابـع هـدف   ي ایدهمختصات در فضاي هدف منطبق بر نقطه مبدافرض کنید که براي سادگی . نمایند
) محدب يمجموعه. نامنفی باشند )CL    در نظر بگیرید که در آن راCL  ي دهنـده بسـتار مجوعـه   نشـان

,
p p

pi
i i

i i

q R q
 

      
  
 e q

q1 12
. بوده،  ≦1 آن  iي مولفـه بردار است که pیک ieو نرم اقلیدسی 2

  . باشدیک و سایرین صفر می
 نرمال ثابتجهت شبه en  را در نظر بگیرید که در آن  , ,..., Te 1 1 حال . است p1 یک بردار 1

 يمجموعه ˆ ˆ; , ,t t R      es s p n p n  نماییم که در آنرا تعریف می   یک مـاتریس 
p p هاي شامل ستون( )kx f f ،, ,...,k p 1  مـرز  و  آلي ایـده نقطـه  f باشد که در آنمی 2

  .است

A

B

f(X)
kp n e

 k t p n f x f1

f2

 
  . نرمال استیک جهت شبه nنقاط توخالی و  kpجا در این. سازي دوهدفهي بهینهمسالهتوصیف روش پیشنهادي براي یک  .2شکل 

  
  . دهدسازي دوهدفه نشان میبهینه مسایلتوصیفی از روش پیشنهادي را براي  2شکل 

  :اي که باید حل شود عبارت است ازشدهسازي کمیي بهینهمسالهبا توجه به توضیحات فوق، 

)7(  

,

. .
( ) ,
.

p

Min t

s t
R



 



x X

s f x
s

≧
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  الگوریتم روش پیشنهادي  3-1
  چندهدفه سازيبهینهي مساله :ورودي

   .دهیمنشان می AY تعیین تقریبی از مرز پارتو واقعی که آن را با :خروجی
  

  نرمالایز کردن توابع هدف: گام اول
  . اختیار نمایند یک هي خود را در نقطکه کمینه خود را در صفر و بیشینهطوريتمام توابع هدف را نرمال نمایید به

x هـاي روي محـدودیت  kf امـین تـابع هـدف   -kهدفه ازسازي تکبهینه مسالهجواب  kxفرض کنید ) 1 X 
I آلي ایدهدر این صورت نقطه. باشد pRy گرددبه صورت زیر تعریف می.   

)8(   ( ),..., ( )
TI

p pf f  1 1y x x   
* که در آن arg min ( )k kf




x X
x x ،, ,...,k p 1   . است 2

Nندیري شبهنقطه) 2 pRy دست آوریدرا به صورت زیر به.   
)9(    ,...,

TN Nadir Nadir
pf f 1y   

Nadir يمولفهتعداد توابع هدف بوده و هر  p که
kf عبارتست از:  

)10(   max ( ),..., (x )Nadir
k k k pf f x f  1   

  . هر یک از توابع هدف را نرمالایز نمایید) 3

)11(  , , ,...,
I

normalaize k k
k Nadir I

k k

f ff k p
f f


 


1 2   

normalize براي سادگی از این پس
kf را با kf ،, ,...,k p 1    .دهیمنشان می 2

  
  سازي مقدمات اجراي الگوریتمآماده: گام دوم

A فرض کنید) 4 Y ؛ که در آنAY دست آمده از روش پیشـنهادي اسـت   پارتو بهمجموعه تقریبی نقاط بهینه
  . باشدکه در ابتدا تهی می

 قـرار دهیـد  . قـرار دهیـد   m تعیـین شـده و در  ) DM(گیرنـده  تعداد نقاط بهینه پارتو توسط تصـمیم ) 5
m

 
و  1

تعریف کنید m

kL i





کس حاصل از نقاط لنگـر  وسته سیمپلمجموعه تمام نقاط آغازین روي پ L که در آن 
   .است) فرد توابع فرديهاي منحصربهمینیمم(

,ي مجموعه) 6
p p

pi
i i

i i

qCL R q
 

      
  
 e

1 12
1≧q

q
  را بـه   Lي نقـاط  در نظر گرفتـه و مجموعـه  را  

 نرمال ثابتو جهت شبهانتقال دهید  en  فرض کنید. را در نظر بگیریدkp دهندهنشان k-  امـین عنصـر  
   .نشان دهید  را با  يتعداد اعضاي مجموعه. دهیمنشان می را با نماد  مجموعه نقاط روي  .باشد

k قرار دهید  k کهند زیر را تا وقتییو فرآ 1   گردد تکرار نمایید.   
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  مراحل اصلی: گام سوم
kp ي آغازیننقطه) 7  در نظر بگیرید و مطابق با مجموعه را  را حـل  ) 7(شـده  سـازي کمـی  ي بهینهمساله

  . کنید
k ينقطه :AY روز نمودنبه )8

x را در 7دست آمده از گام به ( )f x    قرار دهید و نقطه غیرمغلـوب جدیـد را
 روز کنید، یعنیرا به AY ودست آورید به  :A A k

 Y Y f x .  
k: قرار دهید k 1 اگر ،k    رگردیدب 7به گام صورت بروید در غیر این 9به گام .  

   .باشدمیتقریبی از مرز بهینه پارتو  AYشمارش تکمیل شده است و یک مجموعه ) 9
 

چندهدفـه   سـازي ي بهینهمسالهکم نقاط کاراي ضعیف ي روش پیشنهادي دستهاي بهینهشود که جوابمی تاکید
  . دهیماعتبار روش پیشنهادي را توسط چهار قضیه که در ادامه آورده شده است، نشان می. است) 1(

 صـورت باشـد، در ایـن  ) 1(سـازي چندهدفـه   ي بهینـه مسـاله یک جـواب کـاراي ضـعیف     x فرض کنید :3 هیقض
( , ) x به همراه پارامتر) 7( مسالهي یک جواب بهینه : ( ) p f x و جهت دلخواه int(R )pn ≧    .است  
: قرار دهید :برهان ( ) p f x دلخواهو به int(R )pn ) .را انتخاب نماییـد  ≦ , ) x   ي شـدنی  یـک نقطـه

) است، زیرا )7(ي مساله ) ( )t    ≧p n f x n f x .  
یک  x باشد، زیرا با توجه به فرض قضیهمی) 7(سازي چندهدفه ي بهینهمسالههمچنین یک جواب شدنی از 
x جواب کاراي ضعیف است در نتیجه X. يدهیم که نقطهنشان می ( , ) x    7( مسـاله ي یـک جـواب بهینـه (

ــی ــن  مـ ــر ایـ ــرا در غیـ ــد، زیـ ــهباشـ ــورت نقطـ ــدنیصـ )ي شـ , )t x ــا t بـ   و pk R ــه  ≦ ــود دارد کـ  وجـ
( ) pt R     p n f x k ≧ .  

ــن ــماز ای )رو داری ) ( ) t    f x f x k n .ــم )intداری )pt R  k n ــت   ≦ ــواهیم داش ــه خ  در نتیج
( ) ( ) int( )pR f x f x ≧ .  

) 1(سـازي چندهدفـه   بهینـه  مسـاله یـک جـواب کـاراي ضـعیف      x کـه  ي اخیر در تناقض با آن اسـت رابطه
  . باشد می
) صـورت باشد، در ایـن  )1(چندهدفه  سازيي بهینهمسالهیک جواب کاراي  x فرض کنید :4 هیقض , ) x   یـک

: به همراه پارامتر )7( مسالهي جواب بهینه ( ) p f x و جهت دلخواه  \pR ≧n است.   
: قرار دهید :برهان ( ) p f x دلخواهو به  \pR ≧n  را انتخاب نماییـد. ( , ) x   ي شـدنی  یـک نقطـه

) ، زیرااست )7(ي مساله ) ( )t    ≧p n f x n f x .  
یک  x باشد، زیرا با توجه به فرض قضیهمی )1(سازي چندهدفه ي بهینهمسالههمچنین یک جواب شدنی از 

x جواب کاراي است در نتیجه X .ي دهیم که نقطهنشان می( , ) x باشـد،  مـی  )7( مسـاله ي یک جواب بهینه
) ي شـــــدنیصـــــورت نقطـــــهزیـــــرا در غیـــــر ایـــــن , )t x  بـــــاt   و pk R ــه ≦  وجـــــود دارد کـــ

( ) pt R   p n f x k ≧ .  
ــن ــماز ایـ ) رو داریـ ) ( ) t    f x f x k n .ــم pt داریـ R  k n ــت   ≦ ــواهیم داشـ ــه خـ  در نتیجـ
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( ) ( ) pR f x f x ≧ .  
) داریماست  )1( مسالهیک جواب کاراي  x چون ) ( ) xf x f و در نتیجه t k n .  

pRk و دار استیک مخروط نوك ≦pR همچنین pt و ≦ R n t دهد کهاین نتیجه می ،≦   n k . این
t در تناقض با   و  n است.   

) فرض کنید :5 هیقض , )t x  صـورت باشـد، در ایـن   )7(شـده  سـازي کمـی  بهینه مسالهیک جواب بهینه x   یـک
  . است )1(چندهدفه سازي ي بهینهمسالهجواب کاراي ضعیف 

x ي شـدنی صـورت یـک نقطـه   در ایـن . یک جواب کاراي ضعیف نیست x فرض کنید :برهان X  و یـک 
int( )pRk ) وجود دارد که ≦ ) ( )  f x f x k .  

) جایی کهاز آن , )t x  است، پس یک جواب شدنی براي  )7(شده سازي کمیبهینه مسالهیک جواب بهینه
pRk باشد در نتیجهآن می ) د دارد کهوجو ≦ )t  p n f x k .  

)int ونچـــ )pRk pRk و ≦ )int گیـــریم کـــه نتیجـــه مـــی   ≦ )pR k k  و یـــک  ≦    بـــا 
int( )pR  k k n ) از. وجود دارد ≦ )t    p n f x k k گیریم کهنتیجه می:  

( ) ( ) int( )pt R   p n f x ≧ . 

) يبنابراین نقطه , )t   x  است )7(شده سازي کمیبهینه مسالهیک جواب شدنی براي.   
t بنابراین  t  و این در تناقض با آن است که ( , )t x  است )7(ي مسالهجواب بهینه.   

) ينقطه :6 هیقض , )t x  به همراه )7(شده کمی مسالهیک جواب بهینه  en  و ˆ p     اسـت اگـر و فقـط
) اگر , )t x  يمسالهیک جواب بهینه PS( , )a r  با )6(از معادله ˆa  p و r n باشد.   

این دو  گردد کهي فوق، فوراً ثابت میبر طبق تعریف داده شده در قضیه r و a با استفاده از پارامترهاي :برهان
  . باشندمعادل یکدیگر می مساله

  
  هاي عدديسازينتایج و شبیه  4

و اشـتراك   ]NC (]16(هـاي محـدودیت نرمـال    را در مقایسـه بـا روش  در این بخش، کارایی الگـوریتم پیشـنهادي   
 .کنیمی میاند، بررسانتخاب شده ]18 و15[ نمونه که از مساله دودر قالب  ]mNBI (]17(مرزي نرمال اصلاح شده 

سازي چندهدفه را از نظر کیفیت تقریب، گسترش و توزیـع  ي بهینهمسالههاي حل یک نمونه، الگوریتم مسایلاین 
هـاي مختلـف   دهد و موجب مقایسه الگوریتمدست آمده مورد ارزیابی قرار میهاي غیرمغلوب بهیکنواخت جواب

. گیرنـد مورد مقایسه قـرار مـی   mNBIو  NCهاي هادي با روشالگوریتم پیشن ،هادر تمام مثال. شوندبا یکدیگر می
دسـت آمـده،   هـاي غیرمغلـوب بـه   هاي تابع، زمان اجراي الگوریتم، کیفیـت جـواب  ها در تعداد ارزیابیاین مقایسه

هاي دست آمده روي مرز پارتو واقعی و کیفیت توزیع یکنواخت جوابهاي غیرمغلوب بهکیفیت گسترش جواب
دسـت آمـده از سـه معیـار     هـاي غیرمغلـوب بـه   به منظور تعیین کیفیـت جـواب  . باشدي مرز پارتو میغیرمغلوب رو

. نمـاییم انتخـاب شـده اسـت اسـتفاده مـی      ]19[ منگ و همکـاران  از مقالهکه کیفیت تقریب، گسترش و یکنواختی 
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عـلاوه، بـراي   بـه . دهیمپارتو را نشان میدست آمده روي مرز هاي بههمچنین، به کمک رسم نمودار توزیع جواب
ســـازي ي بهینـــهنمونـــه، از بســـته مســـایلروي  mNBIو  NCهـــاي اجـــراي الگـــوریتم پیشـــنهادي و الگـــوریتم

GlobalOptimization  و الگوریتمSQP افزار از نرمMAPLE 2016 ارایهبه منظور راحتی در . استفاده شده است 
   .دهیمنشان می PMا نماد هاي عددي، روش پیشنهادي را بمثال

  
   سازي چندهدفهبهینه مسالهکیفیت براي معیارهاي   4-1
  معیار کیفیت براي تقریب مجموعه بهینه پارتو 4-1-1

,..., فرض کنید ,NP P P2 یـک   الگوریتم متفـاوت بـراي   N پارتو ازمجموعه تقریبی از مجموعه بهینه N تعداد 1
ــارتو واقعــی مجهــول اســت، فــرض مــی  چــون مجموعــه. یکســان باشــد مســاله ــه پ ــیمي بهین N کن

ii
U P


 1  و

Pareto( )U          ي نسـلی مجموعــه فاصـله . گیـریم را بـه عنـوان مجموعـه بهینـه پـارتو در ایـن مقالـه در نظـر مـی iP 
  . گرددصورت زیر تعریف می به

)12(   
, , ,...,

i

i

P
q

q P
i

i

d
GD i N

P
 


2

1 2   

 ي بین هر دو جواب در فضاي هدف برابرکه فاصله 
Pareto( )
min ,iP

q h U
d d q h


 و iP    عـدد اصـلی مجموعـه iP 

i اگر. است jGD GD ،, , ,...,i j N 1    .است jP بهتر از تقریب iP گاه تقریبآن 2
  
  معیار کیفیت براي یکنواختی مجموعه بهینه پارتو 4-1-2

 فرض کنید ,..., NP p p 1 1
1  و 1 ,..., MP p p 2 2

2 وسـیله دو  دو مجموعه تقریبی از مجموعه بهینـه پـارتو بـه    1
  . مراحل اصلی براي یکنواختی به شرح زیر است. الگوریتم مختلف باشند

k قرار دهید )1مرحله     :و تعریف کنید 1
    ,...,New N NP p p p p  1 1 1 1 1

1 1   
    ,...,New M MP p p p p  2 2 2 2 2

1 1  
  :محاسبه کنید )2مرحله 

  
,..., , ,...,

,
min ( , ), ,

N N

i i k
i i

i i j k kj i i N

d F d d
d D p p d SP

N N
 

  


  



 
21 1 1

1 1 1 1 11 1
1 1 1

1

1   
  و

  
,..., , ,...,

,
min ( , ), ,

M M

i i k
i i

i i j k kj i i M

d F d d
d D p p d SP

M M
 

  


  



 
22 2 2

2 2 2 2 21 1
1 1 1

1

1  
  که در آن 
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,
( , )

,

x
y
y
x

x y
F x y

x y

 


  

) و , )D P Q فاصله در فضاي هدف بین هر دو جواب در مجموعه P وQ است.   
k اگـر  )3مرحله  kSP SP1 k اگـر . اسـت  P1 بهتـر از  P2 گـاه یکنـواختی  باشـد، آن  2 kSP SP1 گـاه  باشـد، آن  2

k صورتدر غیر این. است P2 بهتر از P1یکنواختی  kSP SP1 2 .  
ــد ــرض کنیـ  فـ ( , ) min ,...,l m ND P P d d1 1 1 1

ــاع 1 ــه lp1و mP1 و اجتمـ ــه  را بـ ــتج بـ ــه منـ ــد کـ ــت آوریـ  دسـ
 , ,...,New NP p p p 1 1 1 1

1 2 k فـــرض کنیـــد. را تشـــکیل دهیـــد NewP2 از طریـــق مشـــابه. شـــودمـــی 1 k 1، 
N N 1 و M M 1 .اگر  min ,k N M  1    .بروید 2است به مرحله  1

k اگـر  )4مرحله  kSP SP1 k اگـر . اسـت  P1 بهتـر از  P2 گـاه یکنـواختی  باشـد، آن  2 kSP SP1  گـاه باشـد، آن  2
k صورتدر غیر این. است P2 بهتر از P1 یکنواختی kSP SP1    .ان استیکس P2و P1 و یکنواختی 2

  
  توزیعی مجموعه بهینه پارتومعیار کیفیت براي خوش 4-1-3

  . شودگیري میآید اندازهاي که در ادامه میتوزیعی مجموعه بهینه پارتو مطابق رویهمعیار خوش
 مجموعه جواب مرجع )1مرحله , ,...,r pP  1 1 1

1 2f f f   را تشکیل دهید که در آن بـه ازاي هـر , ,...,i p 1 2 
ــم  داری ,..., , , ,...,i i i i pf L L U L L 1

1 1 ــه 1 ــوريب ــهط  ک
Pareto( )
max ( )i iU

U f



x

x  و
Pareto( )
min ( )i iU

L f



x

x 
   .است

r فاصـــله در فضــاي هـــدف بــین یـــک جــواب مرجـــع    )2مرحلــه  rp P  بــا مجموعـــه P  صـــورترا بــه 
 min ( , )P

r rd d p p p P   تــر کوچــکمقــدار . تعریـف نماییــد P
rd  ایــن معنــا اســت کــهبـه P  گســترش

   .گرددي زیر حاصل میاز رابطه P ي گسترشاندازه. پارتو داردتري روي مرز بهینه خوب

 P
rd

EX
p




2

  

  هاي عدديسازينتایج و شبیه 4-2
  سازي دوهدفهي بهینهمساله 4-2-1

باشـد کـه توسـط    اي مـی ي نمونـه مسـاله یکـی از شـش    ZDT3مساله: ]18[اصلاح شده  ZDT3ايي نمونهمساله
نمونه، توسط پژوهشگران زیادي مورد اسـتفاده قـرار گرفتـه     مسایلاین . شده است ارایه) 2000(زیتزلر و همکاران 

  .دو تابع هدف زیر را دارند مسایلطور کلی تمام این است، به

)13(  
 

( ),
( ) ( ) ( ), ( ) .

Min f
Min f g h f g

1

2 1

x
x x x x

  

) ونه با یکدیگر فقط در تعریف توابعنم مسالهشش  )f1 x، ( )g x و ( )h x بـه   مساله در تمام شش. تفاوت دارند
) سطح بهینه پارتو با ZDT5 جز )g  1x يمسالهجا نسخه دشوارتري از در این. شکل داده شده است ZDT3 

. دارد ]18[ )2000( ر زیتزلـر و همکـاران  شـده د  ارایههایی را با نسخه اصلی دهیم که تفاوترا مورد توجه قرار می
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n نیز مسالهاین   شـده را  اصـلاح   ZDT3 يمسـاله . باشـد متغیره بوده و داراي نواحی ناپیوسته بهینه پارتو می 30
   .صورت زیر استدهیم بهنشان می mZDT3 که با نماد

   

/

( ) ,

( ) ( )( ) ( ) sin ,
( ) ( )

. .

      ( ) ,

, , , ,          , ,..., .

n

i
i

i

Min f x

f fMin f g x
g g

s t

g x
n

x x i n







  
       

 


    



1 1
0 5

1 1
2 1

2

2

1

1 10

91 1
1 1 1 2 3

x

x xx x
x x

x

  

x ي بهینه پارتو متناظر باناحیه  1 ixو  1   براي , ,...,i n 2 ناحیـه بهینـه    مسـاله مشـکل ایـن   . باشـد می 3
  . باشدپارتو ناپیوسته آن می

ــداد  ــواهیم تع ــد بخ ــرض کنی m ف  ــه 64 ــه  نقط ــارتو ب ــه پ ــرز بهین ــارتو را روي م ــه پ ــم ي بهین ــت آوری . دس
mNBIروش  تولیـد  mZDT3سـازي بهینـه  مسالهطه روي مرز پارتو نق 23دفعه اجراي الگوریتم تعداد  64 بعد از 

. ثانیـه اسـت   84/255و زمـان اجـراي الگـوریتم     5199210برابـر  mNBIهاي تـابع در روش تعداد ارزیابی. کندمی
   .دهدرا نشان می mNBIم نتایج اجراي الگوریت 3شکل 

 / 2 / 4 / 6 / 8 1f1
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 mZDT3مسالهبراي  mNBIروش. 3شکل 

  
NCروش تولید کـرد   mZDT3سازيبهینه مسالهمرز پارتو  نقطه روي 54دفعه اجراي الگوریتم تعداد  64بعد از  

هـاي تـابع در   تعـداد ارزیـابی  . عـدد بهینـه پـارتو اسـت     48که بعد از انجام فیلتر پارتو مشـخص گردیـد کـه تعـداد     
54075/و زمان اجراي الگوریتم 327933660برابر NCروش  NCنتایج اجراي الگوریتم  4شکل . ثانیه است 56

  . دهدرا نشان می
تولید  mZDT3سازيبهینه مسالهنقطه روي مرز پارتو  55دفعه اجراي الگوریتم تعداد  64بعد از PMروش

تعــداد . بــه فیلتــر پــارتو بــراي تشــخیص نقــاط بهینــه پــارتو احتیــاج نــدارد mNBIایــن روش هماننــد روش. کــرد
نتـایج اجـراي    5شکل  .ثانیه است 61/439و زمان اجراي الگوریتم  9662295برابر  PMهاي تابع در روش ارزیابی

   .دهدرا نشان می PM الگوریتم
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NCروش. 4شکل    mZDT3 مسالهبعد از اجراي فیلتر پارتو براي  

  

 / 2 / 4 / 6 / 8 1f
1


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/ 6
/ 8
1

/  2
/  4
/  6

f2

/ 4

 
  mZDT3 مسالهبراي  PMروش. 5شکل 

  
  

 مسالههاي بررسی شده در مقاله روي نتایج حاصل از معیارهاي کیفیت و همگرایی را براي روش 1جدول 
   .دهدمی ارایه mZDT3اي نمونه

  
  . باشدها تا پنج رقم اعشار میدقت تقریب. mZDT3 مسالهها در حل متریک کیفیت روش .1جدول 

 
 
 
 

دهنده آن است که روش پیشنهادي دست آمده نشانهاي تقریبی بهدست آمده از معیارهاي کیفیت جوابنتایج به
   .در این مقاله عملکرد بهتري نسبت به دو روش دیگر داشته است

  
 هدفهسازي سهبهینه مساله 2- 4-2

  . در نظر بگیرید ]15[) 2008(هدفه زیر از اچفلدر سازي سهي بهینهمساله

  mNBI  NC  PM  متریک کیفیت
GD   0004/0  °  °  
EX  50461/1  50529/1  50452/1  
SP  70980/1  2235/1  19985/1  
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 
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3

1 3 1 31

91 20
1 1 2 22

x
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x x
x

x

   

جموعــه بهینـه زیــر  م. مجموعـه نقـاط غیرمغلــوب در فضـاي هـدف از چهــار قسـمت ناهمبنـد تشــکیل شـده اسـت        
 اي از مجموعــه  , ,...,iR x i  22 3 22x    اي ازو مجموعــه بهینـــه پــارتو زیــر مجموعـــهY  باشـــد، مــی

  :که طوري به

   , , , sin( )i
i

i

yR y y y y


          
   


2

3
1 2 3

1
1 2 3 1 32Y y   

  . است نشان داده شده شکل  در Yيمجموعه
mفرض کنید بخواهیم تعداد  نمـایش داده شـده    شـکل   پـارتو کـه در  ي بهینه پارتو را روي سطح بهینهنقطه 57

  . دست آوریماست، به
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f1
 

 .تصویر آن در صفحه دو بعدي) ب(و  Yنمایش مجموعه) الف(. 6شکل 

  
همچنـین تعـداد   . ي بهینه پـارتو شـده اسـت   نقطه 54دفعه اجراي الگوریتم، موفق به یافتن  57بعد از  mNBIروش

سـطح   شـکل  . ثانیه است 616/1003ریتم و زمان اجراي الگو 21322662برابر  mNBIهاي تابع در روشارزیابی
f را در صفحهپارتو در فضاي هدف و تصویر آن f1    .دهدنشان می 2

تعـداد  همچنـین،  . نقطه بهینه پارتو شده اسـت  55دفعه اجراي الگوریتم، موفق به یافتن  57بعد از  NCروش
  .ثانیه است 958/2062و زمان اجراي الگوریتم  17993151برابر  NCهاي تابع در روشارزیابی
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 .تصویر آن در صفحه دوبعدي) ب(دف و سطح پارتو در فضاي ه) الف. (mNBIبه روش) 2008( اچفلدر مسالهحل . 7شکل 
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 .تصویر آن در صفحه دوبعدي) ب(سطح پارتو در فضاي هدف و ) الف( .NCبه روش) 2008( اچفلدر مسالهحل . 8شکل 

  
f را در صفحهفضاي هدف و تصویر آنسطح پارتو در  شکل  f1    .دهدنشان می 2

. پـارتو شـده اسـت    ي بهینـه نقطـه  57دفعـه اجـراي الگـوریتم، موفـق بـه یـافتن        57بعد از اجراي  PMروش
. ثانیـه اسـت   917/1079و زمان اجراي الگـوریتم   23819145ر براب PMهاي تابع در روشهمچنین، تعداد ارزیابی

f را در صفحهسطح پارتو در فضاي هدف و تصویر آن شکل  f1    .دهدنشان می 2
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  . تصویر آن در صفحه دوبعدي) ب(سطح پارتو در فضاي هدف و ) الف( .PMروشبه ) 2008( اچفلدر مسالهحل . 9شکل 
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 مسالههاي بررسی شده در مقاله روي نتایج حاصل از معیارهاي کیفیت و همگرایی را براي روش 2جدول 

   .دهدیم ارایه ]15[ )2008( اي اچفلدر نمونه
  

  . باشدها تا پنج رقم اعشار میدقت تقریب. )2008(فلدر چا مسالهها در حل متریک کیفیت روش .2جدول 
 

 
 
 

دهنده آن است که روش پیشـنهادي  دست آمده نشانهاي تقریبی بهدست آمده از معیارهاي کیفیت جواببه نتایج
  . در این مقاله عملکرد بهتري نسبت به دو روش دیگر داشته است

  
  )mNBI(روش اشتراك مرزي نرمال اصلاح شده  4-3

ي به صورتی طراحی شده بود که یک توزیع یکنواخت نقاط روي پوسته ]NBI (]20(روش اشتراك مرزي نرمال 
روي سـطح  اي با توزیع یکنواخت سازي چندهدفه در فضاي هدف منجر به تولید مجموعهي بهینهمسالهسیمپلکس 

سـطح  (دست آمده روي مرز پـارتو  هاي بهاین است که الزاماً جواب NBIیکی از اشکالات روش . گرددپارتو می
توانـد در  دلیـل آن مـی  . باشـد ، غیرمغلوب نیستند و به طور ذاتی قادر به تولید نقاط مغلوب روي مرز نیـز مـی  )پارتو

یـابی بـه نقـاط    نسـبت بـه دسـت    اي شدنی در فضاي هـدف رز پایینی فضبه م ،یابی روشارجحیت قرار دادن دست
توسـط شـاکلا   ) mNBI(شـده  روش اشـتراك مـرزي نرمـال اصـلاح     ارایـه ي همین اشکال، انگیزه. پارتو باشدبهینه

اسـر سـطح   تکه بتواند یک توزیع یکنواخت از نقـاط غیرمغلـوب در سر  براي آن mNBIمدل . گردید ]17[) 2007(
کند و با استفاده از مفهوم غلبه مـانع از تولیـد نقـاط    استفاده می NBIروش  دست آورد از اصول موجود درپارتو به

  :به صورت زیر است mNBIمدل . شودسازي چندهدفه میي بهینهمسالهمغلوب روي سطح بهینه پارتو 
, ,
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 که در آن  en  و , ,..., Te 1 1   . است p1رداریک ب 1
 Φ را بـا  فـرد فرد توابع منحصـربه ي محدب مینیمم منحصربهي پوستهوسیلهدست آمده بههمچنین، سیمپلکس به

ــی  ــان مــــ ــه در آن نشــــ ــیم کــــ  دهــــ * *( ), ( ),..., ( )px x xΦ 1 2f f f  ــاتریس ــک مــــ p یــــ p و 
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T
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i
b b b b b i p



 
    
 

 1 2
1

1 1 در مـورد روش   تـر  بیشبراي جزییات . باشدمیmNBI 

  . مراجعه نمایید ]17[به 

  mNBI  NC  PM  متریک کیفیت
GD   92394/0  83547/0  00003/0  
EX  11486/1  00252/1  00001/0  
SP  29358/1  00271/3  00011/0  
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  )NC(روش محدودیت نرمال  4-4
روش محدودیت نرمال به منظور تعیین تقریبی از مرز بهینـه پـارتو بـا توزیـع یکنواخـت توسـط مسـاك و ماتسـون         

بـه لحـاظ    NCروش . سـازي چندهدفـه بـا هـر تعـداد تـابع هـدف معرفـی شـد         بهینـه  مسـایل براي حل  ]16) 2004(
گرایش به تولید نقاط غیرپـارتو و نقـاط پـارتو موضـعی روي      تر کمپایدارتر است و  ]NBI ]20محاسباتی از روش 

در . سازي اسـتوار اسـت  ي بهینهمسالهبر تعدیل ناحیه شدنی هدف در هر تکرار از  NC اصل روش. مرز پارتو دارد
 امین نقطـه لنگـر را بـا   -i .نماییمرا تعیین می ]16[این روش ابتدا نقاط لنگر  *( ),..., ( )

Ti
i p if f x f x  نشـان   1

* دهیم که در آنمی arg min ( )i ix f x X x نقاط لنگر در واقع همان رئوس ابرصفحه. است utopia )  صـفحه
اي کـه بـه ازاي یـک مجموعـه بـا توزیـع       مساله. باشندمی) سیمپلکس شامل نقاط بهینه توابع فردي در فضاي هدف

  :شود عبارت است ازدر فضاي معیار حل می utopia روي ابرصفحه kp یکنواخت از نقاط

   
   * *

( ),

. .
( ) , , ,..., \ ,

( ) , , ,..., p \ ,
.

j

i k

j i
i

Min f

s t
v f p i p j

v f f i j

   

   







1 2
1 2

x

x X

  

که در آن , ,...,j p 1 در هر حال این روش پتانسیل تولید نقاط مغلوب را نیـز دارد و پـس از اجـراي روش    . 2
NC از روش  تر بیشجزییات . باید از فیلتر پارتو براي تعیین مجموعه نقاط غیر مغلوب استفاده کردNC  16[را در[ 

  . مشاهده نمایید
  
  گیرينتیجه  5

 سـازي چندهدفـه مـورد بررسـی قـرار گرفـت و      بهینـه  مسـاله سرافینی براي حل یک -در این مقاله روش پاسکولتی
سپس یـک  . تشریح گردید تر بیشسازي دوهدفه و بهینه مسایلبراي  aمحدودیت انتخاب پارامتر اشکال روش در

طـور کامـل   سرافینی را به-شد که مشکلات انتخاب پارامتر در روش پاسکولتی ارایهي جدید پارامتر محدود کننده
بـا  سازي چندهدفه بهینه مسالهنتیجه این تغییرات، تولید نقاط غیرمغلوب روي سطح بهینه پارتو . ساختبرطرف می

هاي عـددي کـاملاً مشـهود اسـت و معیارهـاي      که در مثالباشدمیاسر سطح بهینه پارتو تتوزیع یکنواخت و در سر
   .دهددست آمده را نشان مینقاط غیرمغلوب به کیفیت موجود در مقاله، مطلوبیت
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