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 با ترین مسیر هاي کوتاه شبکه در انتقالو ماتریس  الگوریتم مستطیل آبشاري

  دور
 

  2، کورش عشقی1*اصغر عینی

 ، ایرانتهران، دانشکده مهندسی صنایع، صنعتی شریف، دانشگاه يدکتردانشجوي  - 1
  استاد، دانشگاه صنعتی شریف، دانشکده مهندسی صنایع، تهران، ایران -2

 
    1396خرداد  18 :رسید مقاله

  1396 آبان 19: پذیرش مقاله

  
 چکیده

ادبیـات ایـن مسـاله،     در. گراف و شبکه است مشهور، بنیادي و پرطرفدار در نظریه مسایلترین مسیر یکی از  مساله کوتاه
در . داردجبر ماتریسی وجـود   ترین مسیر و مسافت بین هرزوج گره بر پایه هاي کاراي زیادي براي تعیین کوتاه الگوریتم

هـاي قبلـی و بـا     کمک سـاختار اصـلی الگـوریتم    این مقاله، یک الگوریتم دقیق جدید با نام الگوریتم مستطیل آبشاري به
ریاضـی   شـود تمـام محاسـبات و عملیـات     مـی  شـده سـعی   ارایـه الگـوریتم   در. شده اسـت  ارایههاي جدید،  بهبود روش

طـوري کـه    الگوریتم مستطیل آبشاري، یک الگوریتم کاراسـت بـه   .سازي شود پیاده قالب تعدادي مستطیل در الگوریتم
با نـام مـاتریس انتقـال     براساس ماتریس مسیر، بعلاوه، یک ماتریس جدید. ساده و زمان اجراي سریع دارد روش اجراي

پایـان، بـراي نشـان     در .ترین مسیر کاربرد دارد هاي کوتاه سازي مجدد شبکه تحلیل حساسیت و بهینه تعریف شده که در
و مـاتریس انتقـال،    نظرشـده هـو   وارشال، ماتریس تجدیـد  -هاي مستطیل آبشاري، فلوید اجراي الگوریتم جزییاتدادن 

  .گام حل شده است صورت گام به یک مثال به
  

آبشاري، روش ماتریس تجدیـد نظـر   مستطیل دور، الگوریتم     ترین مسیر با کوتاه  هاي شبکه الگوریتم :کلمات کلیدي
 .ماتریس انتقالوارشال،  -شده، الگوریتم فلوید 

  
  
  و مرور ادبیات مقدمه 1
  مقدمه 1-1

هـاي   حـوزه  در کاربردهـاي فراوانـی   شـبکه بـوده و   هـاي  جریان در ها شبکه ترین از بنیادي مسیر ترین کوتاه هاي شبکه
 متفـاوت وجـود دارد از   ا رویکردهـاي هـاي زیـادي ب ـ   الگوریتم وها  روش ،ها براي حل اینگونه شبکه. مختلف دارد

                                                             
  دار مکاتباتعهده *

  ainiasghar@ie.sharif.edu: آدرس الکترونیکی
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، ]4[ شـده  نظـر  ، مـاتریس تجدیـد  ] 3[ ، آبشـاري ]2و1[ وارشـال  –جـذاب فلویـد   هـاي   توان بـه الگـوریتم   جمله می
 .و غیره اشاره کرد] 6[دایجسترا  ،]5[ مستطیلی

 هاي شبکه است جریان مسایلترین  بنیاديترین و از طرفی دیگر یکی از  از طرفی ساده ترین مسیر ساله کوتاهم
و   محـدودیت تـرین مسـیر با   از قبیل مسـاله کوتـاه   براي بعضی از نسخ آناما  ،بوده Pمسایلي  این مساله از رده. ]7[

ایـن مسـاله مـورد علاقـه      .]10-8[اسـت   ثابـت شـده   هـا  بـودن آن   NP-hard منفیترین مسیر با سیکل  مساله کوتاه
هـاي حمـل و نقـل،     متعـددي نظیـر شـبکه   کـاربردي   مـوارد در  و اسـت  هاي مختلف حوزهن اپژوهشگران و مهندس

هـاي آسـان و    الگـوریتم  و هـا  روش .شـود  می استفاده پشتیبانی و هاي لجستیک مخابراتی، شبکه و ارتباطی هاي شبکه
 تبـدیل  در کـه   شـده هاي شبکه محسوب  ترین مدل ساده جزو وجود دارد که ترین مسیر مساله کوتاهحل کارا براي 

 قـرار  استفاده مورد نیز ترکیبی سازي بهینه مسایل از بسیاري حل در و تر ساده هاي شبکه به پیچیده و هاي بزرگ شبکه
هاي شـبکه شـامل    جریان اساسی و مهم مفاهیم تولید شروع براي عطف نقطه مسیر ترین کوتاه مساله مطالعه .گیرد می

 .]7[هاست  کارائی الگوریتمو توسعه  ساختار داده هوشمند

  
  مرور ادبیات 1-2

  :اند بندي نموده صورت زیر تقسیم ترین مسیر را به کوتاه مسایلپژوهشگران 
  1 گرهمسافت از یک گره به هرترین مسیرو  مساله کوتاه -1

 2ترین مسیرو مسافت از چند زوج گره مساله کوتاه -2

 3 زوج گرهترین مسیرو مسافت از هر مساله کوتاه -3

 4ترین مسیر تعمیم یافته کوتاه مسایل -4

هـا بـه    الگوریتم این عموما .شده است  داده توسعه مسیر ترین کوتاه مساله براي زیادي هاي الگوریتم دهه اخیر چند طی
  :]11[شوند  سه دسته زیر تقسیم می

 5ی براساس پیمایش شبکههای الگوریتم -1

 6ریزي خطی ی براساس برنامههای الگوریتم -2

  7ی برپایه جبر ماتریسیهای الگوریتم -3
کـرد و   ارایـه مبانی نظـري الگـوریتم را    ]1[ وارشال. شد ارایهوارشال  –الگوریتم جذاب فلوید  1962ابتدا در سال 

 روش مـاتریس ] 4[ آنگـاه هـو  . ]3[سپس الگوریتم معروف آبشـاري معرفـی شـد    . سازي نمود را پیاده آن] 2[فلوید 

و  سازي مدلجبري جدید به  ساختار ارایهبعد، با  سال چند. کرد ارایه آبشاري الگوریتم در بهبود با را تجدیدنظرشده
  . ]12[ترین مسیر پرداخته شد  هاي کوتاه هاي جریان از قبیل شبکه شبکه مسایلحل 

                                                             
1 Single Source Shortest Path Problem – SSSP Problem 
2 Multiple Pairs Shortest Path Problem  - MPSP Problem 
3 All Pairs Shortest Path Problem – APSP Problem 
4 Generalized Shortest Path Problem 
5 Network Traversal Algorithms 
6 LP – Based Algorithms 
7 Matrix Algebra Algorithms 
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جدول بـراي اجـراي    -هاي ماتریس متراکم، دو روش تولید کد و تولید آدرس همچنین با استفاده از تکنیک
کمـک   بـه ]  14[تاکائوکا  .]13[شد  ارایه  زوج گره ترین مسیر هر هاي کامپیوتري جهت حل مساله کوتاه برنامهبهتر 

دو  ]15[ دوئـین  سـپس . نمـود  معرفـی  مسـاله  ایـن  بـراي  تري سریع الگوریتم RAM مسافت تحت مدل ماتریس ضرب
همین سـال، دمترسـو و    در. کرد ارایههاي بزرگ و متراکم  الگوریتم جدید بر اساس بهبود معادلات بلمن در شبکه

 ارایـه ترین مسیر پویا براساس خواص جبـري و سـاختار داده    هاي کوتاه الگوریتم جدیدي براي شبکه  ]16[ ایتالیانو
. نمـود  ارایـه هـاي زیرمکعبـی از قبیـل فریـدمن      یک الگوریتم جدید و سـاده بـا بهبـود الگـوریتم     ]17[ چان. کردند

تـرین مسـیر را حـل     مسـاله کوتـاه   1سازي توده ذرات کمک الگوریتم فراابتکاري بهینه هب ، ]18[ موحمد و همکاران
هـاي   وارشال توانست سیکل منفی را در شبکه -با بهبود الگوریتم جذاب فلوید ]8[ سال بعد، هوگاردي دو .کردند
کمـک الگـوریتم    ه، ب ـ]19[ مـد و همکـاران  اسال، موح  همین در. بادور و باوزن منفی شناسائی کند ترین مسیر کوتاه

عـلاوه بـر وزن مسـافت، وزن     مسـایل در اینگونه . هدفه را حل کردند ترین مسیر دو مساله کوتاه 2فراابتکاري ژنتیک
هـاي   تـرین مسـیر بـا وزن    نیز یـک الگـوریتم تقریبـی بـراي مسـاله کوتـاه       ] 20[ یاستر. شود زمان هم درنظرگرفته می

 را در حـل  آن سـازي  رویکرد بهینـه  دو کمک هب دایجسترا با بهبود الگوریتم ]21[پنگ و همکاران. کرد ارایهحقیقی 
. کردنـد  اسـتفاده  هاي اینترنت، الکترونیک، حمـل و نقـل و اجتمـاعی    مسیر نظیر شبکه ترین هاي بزرگ کوتاه شبکه

بـا رویکـرد    اولـین الگـوریتم  . کردنـد  ارایـه  مسـاله  ایـن  بـراي  مختلـف  الگـوریتم  دو] 22[  همکاران دوئورو همچنین
، یـک  ]23[ سـال، هاگـت و همکـاران     همین در. هاي تعمیر و دومین الگوریتم بر اساس انتخاب والد است مکانیزم

، الگـوریتمی جدیـد بـا زمـان     ]24[ و  وانگ و کمبکه 3ماژولی ترین مسیر چند هاي کوتاه الگوریتم کارا براي شبکه
، ]25[ آمروسـینی و سـوماچن  . کردنـد  ارایـه شـده   هاي توزیـع  ترین مسیر در سیستم ي براي محاسبه کوتاها چندجمله

  .شهري معرفی کردند ماژول ترین مسیر چند هاي کوتاه یک الگوریتم جدید براي شبکه
  
  مزایاي الگوریتم مستطیل آبشاري 1-3

 همکـاران  و ماتریس تجدیدنظر شده هو و آبشاري فاربیهاي  اساس الگوریتم مستطیل آبشاري برگرفته از الگوریتم
 قـبلا  مسـیر  هـاي مسـافت و   محاسبه ماتریس براي همکاران و فاربی آبشاري و هو هاي الگوریتم اجراي صحت .است

هـاي مسـافت    ماتریس نمایش ویژه بهها،  گام ساختار از آبشاري، مستطیل الگوریتم نگارش در. ]4و 3[ است شده اثبات
بهتـر، الگـوریتم    عبـارت ه ب ـ .]5و  2، 1[وارشال و مستطیلی استفاده شده است  -هاي جذاب فلوید الگوریتمو مسیر 

 الگـوریتم  و وارشـال  -فلویـد  جـذاب  الگـوریتم  همکـاران،  و فـاربی  هـو،  هـاي  الگـوریتم  از مستطیل آبشاري ترکیبی

  .شده است سازي پیادهمستطیلی است که با تغییرات زیر 
 سه گام و زیرگام در قالب مراحل روش انجام کار درکردن  الگوریتمیBوF بهبـود  ( و با ساختار ماتریسی 

هـاي مسـیر و    ماتریسـی بجـاي جـدولی داده    نمـایش  و الگوریتم ساختار نظر از هو تجدیدنظرشده ماتریس روش
 ).مسافت

                                                             
1 Particle Swarm Optimization (PSO) 
2 Genetic Algorithm 
3 Multi Modal 
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 مسیر ماتریس عناصر محاسبات کلیه کردن وابسته R مسافت ماتریس عناصر بهD )هـاي   الگـوریتم  در کامل بهبود
این موضوع در بند دوم گام دوم و بنـد د  ) Rوارشال با حذف محاسبات ماتریس مسیر –هو، فاربی و فلوید 
 سرعت افزایش درنتیجه و محاسبات تعداد کاهش با بهبود این. مستطیل آبشاري آمده استگام سوم الگوریتم 

 .خواهد بود همراه الگوریتم اجراي

 قالـب  در آبشاري مستطیل الگوریتم موردنیاز ریاضی مقایسات و محاسبات کلیه انجام( )n   ایـن ( مسـتطیل  2

 ).شوند می سادگی محاسبه بوده و به رسم قابل ذهنی صورت هب هستند الگوریتم محاسبات معرف که ها مستطیل

 از  محاسبات حجم کاهشn بـه  فـاربی  و هـو  هاي درالگوریتم مقایسه و محاسبه ( )n  محاسـبه و مقایسـه در   2
بهتـر، در الگـوریتم هـو و     عبـارت  هب ـ .Dمسـافت  الگوریتم مستطیل آبشاري براي محاسبه هر عنصر مـاتریس 

)، به تعداد Dفاربی براي محاسبه هر عنصرماتریس مسافت  )n n n22 نحوي و مقایسه نیاز است به محاسبه 

که در مستطیل آبشاري، این تعداد به   ( )n n n 22 هـاي هـو، فـاربی و     الگـوریتم  در. یابـد  کاهش مـی  2
 در کـه،  وارشال براي محاسبه ماتریس مسیر به تعداد محاسبات ماتریس مسافت موردنیاز است بطوري -فلوید

مسیرکاملا به نتیجـه محاسـبات    عناصرماتریس ومحاسبات شده حذف محاسبات این آبشاري مستطیل الگوریتم
 .وابسته شده استعناصر ماتریس مسافت 

 عنصر ذهنی مقایسه ikd عناصـر   باijd وjkd. اگـر   بهتـر،  عبـارت ه ب ـik ijd d ikیـا    jkd d  آنگـاه  باشـد،   

ik ij jkd d d  این مقایسه ذهنـی باعـث   .بود خواهد حذف قابل مقایسه و محاسبه این نتیجه، در .بود خواهد 

  .نتیجه افزایش سرعت الگوریتم مستطیل آبشاري خواهد شد کاهش حجم محاسبات و در
 هـاي جبـر   الگـوریتم . وارشـال  -الگـوریتم فلویـد   ویـژه  بههاي جبر ماتریسی  روش تصحیح مسیر در الگوریتم 

 از برخـی  در مسـیر  مـاتریس  عناصـر  صـحیح  محاسـبه  در وارشـال  -فلویـد  جـذاب  الگـوریتم  قبیل از ماتریسی
 در روشـی  ارایـه  موضوع، بـا  این که نحوي به شود می محاسباتی محدودیت دچار خاص ساختارهاي با ها شبکه
 .است شده برطرف 2-5اول  مثال

 از  د بنـد  پـاراگراف  آخـر  در شـده  ارایـه  روش بـا . آبشاري مستطیل الگوریتم در مسیر صحیح انتخاب رویکرد
 .شوند گام سوم، عناصر ماتریس مسافت در الگوریتم مستطیل آبشاري بدرستی محاسبه می

 ارایـه  ماتریس انتقال از مباحث جدید بوده که توسـط نویسـندگان  . ماتریس انتقال براساس ماتریس مسیر ارایه 

 ایـن  .کـاربرد اساسـی دارد   ترین مسـیر  کوتاه هاي شبکه مجدد سازي بهینه و حساسیت تحلیل در که نحوي به شده

  .سازي است شود، قابل پیاده می تولید مسیر ماتریس آن در که ماتریسی جبر رویکرد هر در ماتریس
 

  دور و بدون دور ترین مسیر با هاي کوتاه بکهش 2
 و دور  دار بـدون  جهـت  مسیر ترین هاي کوتاه ي شبکه ي به دو دستها ترین مسیر از نظر ساختار شبکه هاي کوتاه شبکه
هـاي   از شـبکه  نمونـه  شـبکه سـاده    دو ،1شـکل   در .شـوند  مـی  تقسـیم  دور بـا  دار جهـت  مسیر ترین کوتاه هاي شبکه
و  دور  دار بـدون  جهـت  مسـیر  تـرین  یک شـبکه کوتـاه   الف ساختار -1 آورده شده که درآن شکل مسیر ترین کوتاه
  .دهد را نشان می دور دار با ترین مسیر جهت ب ساختار یک شبکه کوتاه-1شکل 
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  دور با . و ب دور بدون . دار ساده، الف ترین مسیر جهت دو شبکه کوتاه .1شکل 

  
ایـن   در. هسـتند مسیر تـرین  هاي کوتـاه  تري از شبکه ، نوع جامع و کاملدوردار با  ترین مسیر جهت هاي کوتاه شبکه
 تواند می گرههر لذا ،هستند روع و پایان مشخصیش ها فاقد گره این نوع شبکه. دارد دوجو دورها حداقل یک  شبکه

هـاي   شـبکه  بـراي حـل    ایـن مقالـه   شـده در  ارایـه آبشـاري   مسـتطیل  الگـوریتم . ]5[ باشـد  خـتم  یا شروع گره معرف
  .زوج گره استدور براي هر ترین مسیر با کوتاه

  
  يالگوریتم مستطیل آبشار 3

 دور دار با جهت شبکه ,G N Aهاي  گره مجموعه با , , ,N n 1 2، )N n( هـاي  کمان مجموعه و  
  , | , , A i k i k N i k   مثبت )مسافت( با وزنو ikd براي هر کمان  ,i k Aهدف  .را در نظر بگیرید

 از دو مـاتریس مسـافت  براي ایـن منظـور   . استkو iترین مسافت و مسیر بین هر دو گره دلخواه  پیداکردن کوتاه
 sDمسیر و  sR با ابعادn n که طی دو مرحله شود می استفاده,s B F مرحلـه   .دنرس ـ مـی به جواب بهینهB

در شـروع اجـراي الگـوریتم، دو مـاتریس      بهتر، عبارت هب .شود می نامیده) 2نهاییمرحله (Fو مرحله 1)مرحله پایه(
BD  وBR در و کـرده  ذخیره خود در است شبکه هاي داده که برگرفته از را مقادیر اولیه مسافت و مسیرترتیب  به 

ذخیـره  را در خـود   تـرین مسـافت و مسـیر    مقـادیر کوتـاه   ترتیـب  هب ـ FRو FDمـاتریس  دوالگـوریتم،   اجراي پایان
 افـزایش  موضـوع، باعـث   ایـن  که هستند وابستهsD به ماتریس sR  هاي حاسبه ماتریسمدر این الگوریتم  .کنند می

گذاري الگوریتم به مسـتطیل آبشـاري ایـن     دلیل نام .شود می آبشاري مستطیل الگوریتم اجراي زمان کاهش و سرعت
nالگوریتم در قالب  و عملیات ریاضی محاسبات تمام است که  گردد کـه داراي راس   سازي می پیاده     مستطیل 2
n از، ikd در الگوریتم مستطیل آبشاري براي محاسبه هر عنصر  بهتر، عبارت هب .هستند ikd مشترك  مقایسه و  2

 nهـو از   یـا هاي فـاربی   که در الگوریتم صورتی استفاده شده در هستند، روابط ریاضیکه معرف در قالب مستطیل 
نتیجه، در الگوریتم پیشنهادي علاوه در شود استفاده می ikd براي محاسبه هر عنصر در قالب روابط ریاضی مقایسه 

 است یافته کاهش نیز عنصر هر محاسبه براي مقایسات تعداد نموده تر بر رویکرد مستطیلی که انجام محاسبات را ساده

مسـتطیل   اسـاس الگـوریتم  چـون   .شـده اسـت   الگـوریتم  اجراي زمان کاهش و سرعت افزایش باعث ،مزیت این که
 بـه  نیـازي  اسـت  هـو  شـده  نظـر  تجدیـد  ماتریس ویژه به فاربی آبشاري شده اثبات هاي الگوریتم گرفته ازبر آبشاري

                                                             
1 Basic Stage 
2 Final Stage 
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  .رجوع گردد  ]4و 3[ مراجع تر بهشجهت مطالعه بی. بود نخواهد الگوریتم صحت اثبات
 
  روش تشکیل مستطیل 3-1

k(، nو ستون iسطر عنصر ( ikdهر عنصر محاسبه براي  ،Fدر مرحله   مستطیل با استفاده از صـفرهاي قطـر  2

 مسـتطیل از  یـک  بهتـر،  عبـارت  هب ـ .گیـرد  قـرار  اصلی قطر صفرهاي روبروي ikdعنصر  که شوند می رسم طوري اصلی

 راس دیگـر  دو و اصـلی  قطـر  صفر را مقابل ، راسikdآن را عنصر  راس یک که نحوي شود به می تشکیل راس چهار
توانـد متغیـر    مـی  اصـلی  قطـر  صـفرهاي  جایگـاه  ikd عنصر هر مکان براساس. دهند می تشکیل jkd و ijdعناصر را

نشـان داده شـده    2هـا در شـکل    یکی از انواع ایـن مسـتطیل   .باشد ikdاما همواره صفرها باید روبروي عنصر  ،باشد
  .است

  
  .هستند DFو DBهاي  در این شکل، صفر همان صفرهاي قطر اصلی ماتریس. آبشاري نحوه ایجاد مستطیل در الگوریتم مستطیل .2شکل 

  
ikdرمقدار هر عنصها،  کمک این مستطیل بهبهتر،  عبارت هب iبـا    k محاسـبه   )1( رابطـه ترتیـب   هب ـFD مـاتریس  

  .خواهد شد

)1(   ,  ,   , ,           ik ik ij jkd Min d d d j j i j k      
 

و  BD مسـافت  هـاي  مـاتریس در  ، مقدار جدید جـایگزین مقـدار قبلـی   ikdبا تغییر مقدار هر عنصر  ،)1( در رابطه
FD یابد محاسبات رفت یا برگشت ادامه می ، سپسشده.   

مقایسـه  هاي کاهش حجم محاسبات و در نتیجـه افـزایش سـرعت الگـوریتم مسـتطیل آبشـاري        یکی از روش
ikبهتـر، اگـر   عبـارت  هب ـ .اسـت  jkdو  ijdبـا عناصـر    ikdذهنـی عنصـر    ijd d ikیـا    jkd d باشـد، آنگـاه     

ik ij jkd d d  عناصـر   .مقایسه قابل حـذف خواهـد بـود    یادر نتیجه، این محاسبه . خواهد بودikd ،ijd  وjkd 
 .هستند 2رئوس مستطیل در شکل 

  
  هاي الگوریتم گام 3-2

nهاي شبکه باشد، دو ماتریس مربع  برابر تعداد گره nاگر : گام اول n ،sD و sR s,ازاي بـه   B F  کـه در 
  .را مرحله نامند، تعریف کنیدsآن

sدر مرحله : گام دوم B هاي مسافت و مسیر  عناصر ماتریسBD  و BRترتیب زیر محاسبه کنید هرا ب:  
  
  

ikd
 

jkd

ijd
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  BDمحاسبه عناصر ماتریس 
   ikd  وجود داشته باشد k به گره i اگر کمان مستقیم از گره   
    ikd  وجود نداشته باشد  k به گره i اگر کمان مستقیم از گره     

i اگر   k         
  

  BRمحاسبه عناصر ماتریس 
  k  نباشدیا  BD ، اگر عنصر متناظر آن در سیماتر  
 -  صورت در غیر این  

  
sدر مرحله: گام سوم F هاي  ماتریسFD و FR   .سازي کنید را براساس الگوي زیر پیاده 

 .تکرار کنیدBR و  BDهاي  را از ماتریسFR و  FDهاي  عناصر قطر اصلی ماتریس. الف

ikdعنصر هر براي مشخصر طو هب و FDماتریس عناصر سایر محاسبه براي. ب iبا  k  تعـدادn  در  مسـتطیل  2
BDماتریس . روبروي صـفرهاي قطـر اصـلی باشـد     ikdشوند که عنصر  ها طوري رسم می این مستطیل. رسم کنید 

بـا   ،بهتـر  عبارت هتوان استفاده نمود یا ب نمی kو ستون iاز صفرهاي موجود در سطر ikdچون براي محاسبه عنصر 
nها برابر دلیل تعداد مستطیل همین توان مستطیل ساخت، به اینگونه صفرها نمی  2 این محاسـبات کـه    .خواهد بود 

n,شروع شده و به عنصر  d12از عنصر  nd 1 محض تغییـر عنصـر    به. یابد را محاسبات رفت بنامید ادامه میikd آن ،
  .را در ماتریس مسافت جایگزین کرده، سپس محاسبات را ادامه دهید

n,را از عنصر ) همانند محاسبات رفت( برگشتمحاسبات . ج nd 1 ماتریسFD شروع کرده تا به عنصـرd12   ادامـه
 . دهید

، محاسـبات جدیـدي   FRوارشـال، بـراي محاسـبه عناصـر مـاتریس      -فلوید       هاي هو، فاربی و بر خلاف الگوریتم. د
هـاي   ترتیب بـه محاسـبات عناصـر مـاتریس     به  FRو BRهاي مسیر  بلکه محاسبات عناصر ماتریس ،شود انجام نمی

BD وFD بهتر، اگر عنصري از ماتریس عبارت هب. وابسته شده استFD  تغییر نکند در آن صورت، عنصر متناظر
نیـز تغییـر خواهـد یافـت و ایـن       FRصورت، عنصر متناظر در مـاتریس  درغیراین. نیز تغییر نخواهد کرد FRآن در

در صورت برابري مقادیر  .هاي مربوطه خواهد داشت تغییرات بستگی به مختصات صفرهاي قطر اصلی در مستطیل
  .انتخاب کنیدهاي برابر  هاي مرتبط با عناصر قطر اصلی مستطیل و ستون iرا از سطر ikrها، مقدار  مستطیل

هـاي مسـیر و    کردن محاسبات ماتریس مسیر به محاسبات مـاتریس مسـافت، تشـابه محاسـباتی مـاتریس      دلیل وابسته
هـا، از دو بیـان بـراي     بهتر، در ایـن الگـوریتم   عبارته ب. وارشال است -هاي هو، فاربی و فلوید مسافت در الگوریتم

هـاي اثبـات    اجراي الگوریتم مسـتطیل آبشـاري هماننـد الگـوریتم    نتیجه، صحت  در .یک منظور استفاده شده است
  .وارشال خواهد بود -شده هو، فاربی و فلوید

  

،الگوریتم مستطیل آبشاريبدترین حالت پیچیدگی زمانی  :قضیه O n 3
 .است 

ikr   
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nتعداد محاسـبات برابـر   ، BDماتریس  عناصربراي محاسبه : اثبات n2    مـاتریس  عناصـر و بـراي محاسـبه FD 
به   آبشاري مستطیل الگوریتم اجراي بهتر، براي عبارت هب. ]4و 3[خواهد بود یکسان  برگشت و رفت تعداد محاسبات

) تعداد )n n22  محاسبه با n  ikdمستطیل براي هر عنصر 2 محاسـبات   کـه  طـوري   نیاز است به FDماتریس 
نیاز، براي کل محاسبات مورد شود؛ بنابراین انجام می FD ماتریس و محاسبات برگشت در BDرفت در ماتریس 

برابر  FDو BDهاي مسافت محاسبه عناصر ماتریس   ( )n n n n n   2 22  وابسـته  جهـت  هب .بود خواهد 2
BR مسـیر  هـاي  مـاتریس  عناصـر  تعیـین  بـراي  ،مسـافت  هـاي  مـاتریس  به مسیر هاي ماتریس کردن  محاسـبات   FRو 

ــدي ــاز جدی ــد نی ــود نخواه ــه، .ب ــداد درنتیج ــل تع ــبات ک ــاز  محاس ــورد نی ــوریتم م ــتطیل الگ ــاري مس ــر  آبش براب
   ( )n n n n n   2 22 زمـانی الگـوریتم    پیچیـدگی  کـه  گرفـت  نتیجـه  تـوان  مـی  بهتر، عبارت هب .شد خواهد 2

 وارشـال و مـاتریس تجدیدنظرشـده هـو     -هاي فلوید آبشاري در بدترین حالت، همانند الگوریتممستطیل  O n3 
خاص نیسـتند محاسـبات رفـت کفایـت خواهـد       ساختار داراي که اه شبکه اکثر درقابل ذکر است که . خواهد بود

 تعـداد  ،3 درشـکل  .نصف کاهش خواهد یافـت صورت حجم محاسبات الگوریتم مستطیل آبشاري به  کرد، دراین

  .است شده داده نشان مختلف هاي گره با ها شبکه براي الگوریتم سه موردنیاز محاسبات
  

  
  هاي مختلف وارشال و ماتریس تجدیدنظرشده هو براي شبکه-هاي مستطیل آبشاري، فلوید عملکرد محاسباتی الگوریتم .3شکل 

  
بسـیار   و وارشـال  -فلویـد  الگـوریتم  از ترکم آبشاري مستطیل الگوریتم موردنیاز محاسبات ، تعداد3شکل  به توجه با

 .در مقیاس بزرگ خواهد بود ویژه بهاز الگوریتم ماتریس تجدیدنظرشده هو  تر کم

  
  ماتریس انتقال  4

 هـاي  الگـوریتم هاي جبـر ماتریسـی از قبیـل     کمک الگوریتم هب، ترین مسیر هرزوج گره هاي کوتاه پس از حل شبکه
 و Dمسـافت   ماتریس دو غیره و آبشاري مستطیل ،]5[ مستطیلیهو،  شده تجدیدنظر آبشاري، ماتریس وارشال، – فلوید
 قسـمت  ایـن  در .دنشـو  مـی  ذخیـره  هـا  آن در گـره  زوجهـر  مسـافت  و مسیر ترین کوتاه که طوري به شده محاسبه R مسیر
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 مـاتریس  عناصـر  .شـود  مـی  محاسـبه  یرمس ـ مـاتریس  عناصـر  براساس آن عناصر که شده ارایه 1جابجائی یا انتقال ماتریس

هـر    ارزش میـزان  ،مـاتریس  ایـن  کمـک  هب. است بهینه جواب در شبکه هاي کمان جایی جابه تعداد دهنده نشان انتقال
    هـاي  شـبکه  مجـدد  سـازي  بهینـه  و حساسیت تحلیل در ماتریس این .است محاسبه قابل شبکهبهینه  جایی جابه کمان در

یـا   جـایی  جابـه  تعـداد  .اسـت  شـده  داده نشان  T با انتقال ماتریس .دارد مهمی کاربرد گره زوج هر مسیر ترین کوتاه
iktبا  را آن و نامیده " 2کمان انتقال عدد "را   کمان انتقال ه ب ـ .انتقـال هسـتند   مـاتریس  عناصر همان که دهیم می نشان  

iکمان حذف با یعنی ؛است بهینه جواب درk وi هاي گره بین جایی جابه تعداد بیانگر ikt، بهتر عبارت k ،ikt 
تـر باشـد    عددي آن بـزرگ  هرچه مقدار. اختلال خواهد شد دچار شبکه هاي بهینه جایی جابهاز  یا انتقال جایی جابه

 معـرف  آن، تـر  کوچـک  عددي مقدار برعکس، و بود خواهد ترشبیشبکه بهینه  جایی جابهاهمیت آن کمان در تعداد 

 ارزش "  را شـبکه  جایی جابه در  کمان هر ارزش یا نقش .است شبکه بهینه هاي جایی جابه در کمان آن تر کم اهمیت

ت نسبت عـدد انتقـال   صوره بکمان  ارزش انتقال هر .دهنده آن است نشان ikwکهگذاري کرده  نام 3" کمان انتقال
ه ب ـ .شـود  مـی  داده نشان درصد حسب بر و شده تعریف شبکه بهینه جواب در جایی جابه کل به کمانهر جایی جابه یا

iدلخواه  کمان هر حذف با بهتر، عبارت k،ikw شـد  خواهـد  اخـتلال  دچار شبکه بهینه هاي یجایهجاب از درصد. 
تـرین   کوتـاه  هـاي  شـبکه  مجـدد  سـازي  بهینـه  و حساسـیت  تحلیـل  در اساسـی  کـاربرد  کمـان  هـر  انتقال ارزش و عدد
 هـاي  کمـان  درنتیجـه،  و نمـود  بررسی ها شبکه جایی جابهها را در  توان نقش کمان ها می کمک آن هزیرا ب ،داردمسیر

nمربع  ماتریس یکR مسیر و D مسافت  ماتریس دو همانند ،Tانتقال ماتریس .کرد حذف و شناسائی را زاید n 
 ترتیب رابطـه  به Tماتریس عناصر محاسبه روش .شود می محاسبهR ماتریس عناصر براساس  ماتریس اینعناصر .است

 .است )2(

)2(  
, , , ,

   

   

                                         

F F
ik ik

k n i n
F F F

ik ik ik ik
k i k r i i i k r k

if i k

t r r if r k

Otherwis

 

     

 

  



 
1 1



 

 شـبکه ارزش انتقـال هـر کمـان در    )3( کمک رابطـه  هصورت ب معرف جمع عناصر ماتریس انتقال باشد در آن tاگر 
  .قابل محاسبه است

     
,

i n k n

ik
i k i k

t t
 

  

 
1 1

  

)3(    ik
ik

tw
t

 100   

 کـل  در i هر گره جایی جابه توان ارزش بهتر، می عبارت هب. است تعریفها هم قابل  عدد و ارزش انتقال براي گره

n به iگره  هر .نمود محاسبه را شبکه جایی جابه 1 ي  و همـه  دارد جایی جابه دیگر گرهn 1 گـره   بـه  گـرهi  هـم 

                                                             
1 Transposition Matrix  
2 Arc Transposition Number  
3 Arc Transposition Worth  
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 و برعکس معادل ها گره سایر به iگره  از جایی جابه کل بنابراین ،دارند جایی جابه n2 اگـر بـه   . خواهـد بـود   1
  مقدار n2  محاسـبه  iگـره  جـایی  جابـه  کل تعداد شود اضافه گیرد می قرار ها گره واسطه ݅گره  که دفعاتی تعداد 1

تعـداد   ،اینصورت درغیر ،وجود نداشته باشد عنصري با مقدار Rماتریس  در که است شرطیه ب این و شد خواهد
  ها از مقدار n2  گـره  جـایی  جابـه  عدد و ها واسطه تعداد دهنده نشان ترتیب هب itو  iinاگر  .شد خواهد کم 1
i کمک روابط هها ب باشد، مقادیر آن 4  و 5 هـاي هرگـره   براي محاسبه تعداد واسـطه . قابل محاسبه استi ،

  .آن شمارش گردد iام، عدد – iجز ستون ه ب FRلازم است در ماتریس

)4(   
, , ,

     
F

ik

k n i n
F

i ik
k k i i r i i k

in r
 

    

  
1 1  

)5(  
  , i i ikt n in r    2 1  

با اسـتفاده   iwیا  iگره  جایی جابهباشند، مقدار ارزش  جایی جابهها و کل  ترتیب معرف کل واسطهه بtt وitاگر 
  .شود محاسبه می )6(از رابطه 

 
i n

i
i

it in





1

 

 tt it n n  2 1  
)6(    ,  i

i ik
tw r
tt

  100  
 حـذف  بـا  یعنـی  است شبکه بهینه هاي ییجابجا کل در iگره  اهمیت یا ارزش درصد دهنده نشان iwبهتر،  عبارت هب

 گـره  ترمهم نقش معرف عددي آن بزرگی .شد خواهد اختلال دچار شبکه هاي جایی جابه از درصد iwمقدار  ،iگره
 در مهمـی  کـاربرد  کمان، هر انتقال و ارزش عدد همانند گره، هر انتقال ارزش و عدد .بود خواهد بهینه جایی جابه در

 در را هـا  گـره  نقـش  توان می ها آن کمک هب زیرا ،دارد مسیر ترین کوتاه هاي شبکه مجدد سازي بهینه و حساسیت تحلیل

 تعـداد  محاسـبه  بـراي  .کـرد  شناسـائی  را تـر  کم جایی جابه ارزش با ها درنتیجه، گره و نمود تعیین شبکه بهینه جایی جابه

 . آن شمارش گردد ݅ام، عدد  –iجز ستون ه ب FRاست در ماتریس ، لازمiگره  هر هاي واسطه
 
  نمونه مثال 5

 -آبشـاري، فلویـد  و صحت اجراي سـه الگـوریتم مسـتطیل     اجرا، حجم محاسبات ، روشمثالیک  ارایه درادامه، با
  .شود می حل آبشاري مستطیل الگوریتم کمک به مثالابتدا، . شود می بررسی هو شده نظر تجدید ماتریس و وارشال

  
 کمک الگوریتم مستطیل آبشاري حل مثال نمونه به 5-1
مسـتطیل   الگـوریتم  کمـک  هب ـ زوج گـره هـر  بین مسافت و مسیر ترین کوتاه پیداکردن هدف .نظر بگیرید در را  4 کلش

  .آبشاري است
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  مثال نمونه. 4شکل 

  
4مربع  دو ماتریس ،است  4برابر  nچون : گام اول sR و sD مسافت و مسیر،4 s,ازاي  بـه   B F  آنکـه در

s   .تعریف کنید ،را مرحله نامند  
sدر مرحله : گام دوم Bهاي  ، ماتریسBD  و BRرا محاسبه کنید. 

 

,   B BD R

     
       
   
        

7 1 2 3
3 5 3 1 3 4
4 7 3 1 2 4

2 4 2 3









  

  
s در مرحله: گام سوم F ،هاي بااستفاده از بند الف گام سوم، قطر اصلی ماتریس BD و  BRرا تکرار کنید. 

,   F FD R

   
       
   
      









 

  
ikd،iاز بند ب گـام سـوم، بـراي محاسـبه هـر عنصـر      بااستفاده : گام سوم k   مـاتریس از FD ،  4-2 تعـداد  بـه 
 محاسـبه  بـراي  .هسـتند  الگـوریتم  مقایسات و محاسبات معرف ها مستطیل این. شود می رسم BD درماتریس مستطیل

قطـر   صـفرهاي  آن يروبـرو  ئوسر و 7یا  d12 عنصر آن راس یک که کنید رسم نحوي به مستطیل 2، تعداد d12عنصر 
dیا عناصر  اصلی  jkdو  ijdدو راس دیگر بسادگی قابل استخراج بوده که همان مقادیر عناصـر   باشند  d44و  33
ikd، iبراي محاسبه هر عنصر .هستند kصفرهاي ، باiid  وkkd دلیـل  همـین  بـه  کـرد،  ایجـاد  مستطیل توان نمی 

nها به اندازه  تعداد مستطیل   .خواهد بود2

 d , ,BD Min r r

 
 
       
 
  









12 12 12

7 1
3 5 3 7 7 1 2 74 7 3

2 4
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dا ی ikdصر عن مقایسه با 12 dیا  ikdصر عن با  7 32 dچون کوچک،  شده رسم مستطیل از 7 d12 اسـت   32
dیا  ikd صرعن مقایسه با و 12 dیا  ijd عناصر با  7  14 چون  ،بزرگ شده رسم مستطیل از d d12 اسـت   14

بـودن عناصـر مـاتریس     جهت وابسـته  به. نداشته و ثابت خواهد ماند محاسبه به نیاز d12یا  ikdعنصر  مقدار نتیجه، در
هم تغییر نخواهد  r12مقدار عنصر  آنگاهتغییر نکرد،  d12چون مقدار عنصر ، Dبه عناصرماتریس مسافت  Rمسیر
i با ikd دلخواه عنصر هر محاسبه براي در اجراي عملی الگوریتم، .کرد k،  انجـام  نتیجـه،  در و هـا  مسـتطیل  رسـم 

مربوطـه   محاسـبات  و فیزیکـی  صـورت  هب ـ مسـتطیل  رسم به نیازي و شده انجام ساده صورت هب مقایسات و  محاسبات
   .خواهد بودن
صورت تصادفی انتخاب و  هدر ادامه چند عنصر ب .را محاسبه نمود مسافت توان سایر عناصر ماتریس مشابه میطور هب

 .محاسبه شده است

 d , ,  BD Min

 
 
      
 
  









14

7 1
3 5 3 7 3 1 3 44 7 3

2 4

 

 اسـت  d33عنصـر  با صـفر  وابسته و 4 یعنی ،پررنگ مستطیل هب مربوط تغییر این و غییرکردتd14 عنصر مقدار چون
r رعنص مقدار دلیل همین به 14  .کنید جایگزین 4با  را d14عنصر  رفت، مقدار محاسبات ادامه در .شد خواهد 3

 d , ,  BD Min

 
 
     
 
  









32

7 1 4
3 5 3 7 2 3 4 7 54 7 3

2 4

 

اسـت   d44صـفر عنصـر    با وابسته و 5یعنی  ،مستطیل پررنگ به مربوط تغییر این و کرد، تغییرd32 عنصر مقدار چون
r عنصر مقدار دلیل همین به 32  .کنید جایگزین 5با  را d32عنصر  رفت، مقدار محاسبات ادامه در .شد خواهد 4

 d , ,BD Min r

 
 
        
 
  









41 41

7 1 4
3 5 3 3 2 4 4 5 24 5 3

2 4

 

 را محاسـبه کـرد و بـه    FDماتریسعناصر توان سایر  سادگی می ي اجراي الگوریتم براي محاسبات رفت به با ادامه
 .محاسبه خواهد شدنیز  FRطور مشابه ماتریس 

,F FD R

   
       
   
      









7 1 4 2 3 3
3 4 3 1 1 4
4 5 3 1 4 4
5 2 4 2 2 3

 

بـراي محاسـبه هـر     مسـتطیل  4-2شروع کرده و تعـداد   FD ماتریس d43 راز عنص ،براي انجام محاسبات برگشت
  .این محاسبات همانند محاسبات رفت است .رسم کنید ikdعنصر 
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    d , ,FD Min r r

 
 
       
 
 
 









43 43 43

7 1 4
3 4 3 4 2 4 5 1 44 5 3
5 2 4

 

 .ادامه دهید d12محاسبات برگشت را تا عنصر 

    d , ,    FD Min

 
 
     
 
 
 









12

7 1 4
3 4 3 7 5 1 2 4 64 5 3
5 2 4

  

 ،اول مسـتطیل  به مربوط هم تغییر این. کرد خواهد تغییر هم r12 عنصر مقدار نتیجه در کرد ، تغییرd12عنصر مقدار چون
dو متناسب با صفر  6یعنی  صـفر  بـا  متناسـب  و 6مقدار  با دوم مستطیل به مربوط تواند تغییرمی همینطور این و بوده 33

d44 عنصـر  مقدار انتخاب معیار. باشد r12 ، عناصـر r13  وr14   مـاتریس FR  3  برابـر  عناصـر  ایـن  مقـادیر  چـون  اسـت  
r عنصر مقدار لذا ؛است 12   .کنید جایگزین 6با  را d12 عنصر مقدار برگشت، محاسبات ادامه در .بود خواهد 3

 :محاسبه خواهند شدترتیب زیر هب نهاییهاي مسیر و مسافت  در پایان اجراي الگوریتم، ماتریس
 

,F FD R

   
       
   
      









6 1 4 3 3 3
3 4 3 1 1 4
4 5 3 1 4 4
5 2 4 2 2 3

 

 .دسـت آورد ه را ب ـ iگـره   تـا هـر   iگره هر را از مسیر و مسافت ترین کوتاه توان میFRو FDهاي ماتریس وجود با
d(یا  6از  ستا عبارت 2و  1گره  دو بین مسافت ترین کوتاه ،مثال عنوان به 12 ه ترتیب زیر بترین مسیر  کوتاه و) 6

  :قابل محاسبه است
  , ,r r r      12 32 423 4 2 1 3 4 2  

الگـوریتم، حجـم    ایـن  اجـراي  روش تـا  کـرده  حـل  وارشال –فلوید  الگوریتم کمک به را نمونه ، مثالقسمت این در
محاسـبات مشـابه    یر،مس ماتریس عناصر محاسبه ، برايالگوریتم این در .گردد آن بررسی اجراي صحت و محاسبات

  .شود ماتریس مسافت انجام می
  
 وارشال -فلوید کمک الگوریتم  حل مثال نمونه به 5-2
کمـک   هب ـ شـبکه  در  هـرزوج گـره   مسافت بـین  و مسیر ترین کوتاه پیداکردن هدف. بگیرید نظر در مجددا را 4 کلش

 .]2و1[ وارشال است -فلوید الگوریتم

تـوان دو   راحتـی مـی   بـه  وارشـال  -الگـوریتم فلویـد   2گام  سازي پیاده اب .کنید محاسبه را Rو D هاي ماتریس ابتدا
 .ه دست آوردصورت زیر ب را به Rو  Dماتریس 
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,   D R 

     
       
   
        

7 1 2 3
3 5 3 1 3 4
4 7 3 1 2 4

2 4 2 3









 

jباتوجه به اینکه ، R1و  D1هاي ماتریسبراي محاسبه   . رار خواهـد شـد  تک ـ 1لذا مقادیر سطر و سـتون   ،است1
ارشـال قابـل محاسـبه    و -الگوریتم فلوید  3با پیمودن گام سایر عناصر . کلیه مراحل ثابت خواهد ماندقطر اصلی در

  .اند ها محاسبه شده در ادامه چند عنصر این ماتریس. است
   , Min ,d Min d d d    23 23 21 13 5 3 1 4  
   , ,d Min d d d Min    34 34 31 14 3 4 3  

 :دست خواهد آمد همطابق زیر ب D1ماتریس  با ادامه محاسبات،

D

 
 
 
 
  









1

7 1
3 4 3
4 7 3

2 4

 

  :، قابل محاسبه خواهد بودR1با انجام محاسبات زیر، ماتریس مسیر 
d d d r j       23 21 13 235 3 1 1 

d d d r r      34 31 14 34 343 4 4  

 :دست خواهد آمد همطابق زیر ب R1ماتریس  ،با ادامه محاسبات

R

  
  
 
   

1

2 3
1 1 4
1 2 4

2 3

 

jباتوجه به اینکه ، R2و  D2هاي براي محاسبه ماتریس  با . خواهد شدتکرار  2لذا مقادیر سطر و ستون  ؛است2
   :صورت زیر خواهد بود به عنصر چند محاسبات، وارشال -وریتم فلویدالگ 3پیمودن گام 

   , ,d Min d d d Min    13 13 12 23 1 7 4 1  
   , ,d Min d d d Min    34 34 32 24 3 7 3 3  

 :دست خواهد آمد همطابق زیر ب D2ماتریس اساس محاسبات انجام شده،  بر

D

 
 
 
 
 
 









2

7 1 10
3 4 3
4 7 3
5 2 4

 

d d d r r       13 12 23 13 131 7 4 3  

d d d r r       34 32 24 34 343 7 3 4  

 :دست خواهد آمد همطابق زیر ب R2در نتیجه، ماتریس 
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R

 
  
 
  

2

2 3 2
1 1 4
1 2 4
2 2 3

 

 :شوند ترتیب زیر محاسبه می هب R4و  D4هاي  وارشال ماتریس -الگوریتم فلویدبا ادامه اجراي 

,D R

   
       
   
      









4 4

6 1 4 4 3 3
3 4 3 1 1 4
4 5 3 1 4 4
5 2 4 2 2 3

 

 
دسـت  ه ب kدلخواه  گره هر به iدلخواه  هرگره از را مسیر و مسافت توان می R4و D4ماتریس دو داشتن دست در با

d( یا 6از  ستا عبارت 2 و 1 گره دو بین مسافت ترین کوتاه ،مثال عنوان  به. آورد 12  ترتیـب ه ب ـ مسیر ترین کوتاه و) 6
  :زیر قابل محاسبه است

,r r    12 424 2 1 4 2  
  مسـیر  ،صـحیح  کـه مسـیر   صـورتی  در محاسبه کرده استترین مسیر  کوتاهرا  1-4-2وارشال مسیر  -الگوریتم فلوید

 ،بهتـر   عبـارت  هب ـ. نمـود  اسـتفاده  kو iگره دوهر بین مستقیم کمان وجود از باید مسیر تصحیح براي .است 2-4-3-1
ikrرگا k ikrاگـر   ،اینصورتکمان مستقیم وجود دارد درغیر kو iباشد بین دو گره  l     باشـد حـداقل یـک

l گره واسط بوده کـه از   1-4-2 وارشال -استخراج شده از الگوریتم فلوید مسیر. وجود دارد kو i هاي بین گره 
rسه گره تشکیل شده است چون  14 r چـون . خواهد بود 4و  1واسط دو گره  3لذا گره   ،است 3 34 اسـت   4

. تبـدیل خواهـد شـد    1-3-4مسـیر  بـه زیر  1-4مسیر بنابراین زیر ،وجود ندارد 4و  3 گره واسط بین دو گره بنابراین
r چون 42  برابـر  2به  1 گره از مسیر ترین کوتاه بنابراین، .وجود ندارد 2و  4هاي  گره است لذا گرهی واسط بین 2
 با ها شبکه از برخی مسیر ماتریس محاسبه در وارشال -فلوید جذاب درنتیجه، الگوریتم .بود خواهد 1-3-4-2 مسیر

  .محاسباتی است اراي محدودیتخاص، د ساختار
 الگـوریتم، حجـم   این اجراي روش تا کرده حل هو تجدیدنظرشده ماتریس الگوریتم با را نمونه مثال ،دامها در

محاسـبه   الگـوریتم نیـز، بـراي    ایـن  در وارشـال،  –الگـوریتم فلویـد    همانند .دشو بررسی آن اجراي صحت و محاسبات
  .شود محاسبات مشابه ماتریس مسافت انجام می مسیر عناصر ماتریس

  
 روش ماتریس تجدیدنظر شده هوکمک  حل مثال نمونه به 5-3

کمـک روش   هب ـ  و مسـافت بـین هـر زوج گـره    ترین مسـیر  هدف پیداکردن کوتاه. را مجددا در نظر بگیرید 4 شکل
  .]4[ماتریس تجدیدنظر شده هو است
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4 و مربـع  مـاتریس  ایـن  ،اسـت  4 برابر nچون  .کنید محاسبه را مسافت ماتریس ابتدا  الگـوریتم  در .بـود  خواهـد  4

سـهولت   بـراي  اینجـا، در. اسـت  شـده  اسـتفاده  مسیر و مسافت عناصر نمایش براي جدول از هو شده تجدیدنظر ماتریس
  .شود میاز ماتریس استفاده  دولج ايجب ،نگارش

D

 
 
  
 
  

7 1
3 5 3
4 7 3

2 4









  

4  3  2  1    
  

1  7  ◦  1  
3  5  ◦  3  2  
3  ◦  7  4  3  
◦  4  2    

4    
  .ترتیب زیر انجام دهیده محاسبات رفت را ب

Fجهت محاسبه هر عنصر محاسبات رفت، براي انجام  
ikd به تعداد ،n  در ادامـه تعـدادي از    .مقایسه نیاز اسـت 4

  .اند عناصر ماتریس مسافت محاسبه شده
   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min           12 11 12 22 12 13 32 14 42 7 7 1 7 2 7   

   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min           14 11 14 12 24 13 34 14 44 7 3 1 3 4   

محاسـبات رفـت را    سـپس  کـرده،  قبلـی  مقـدار  جایگزین را عنصر جدید مقدار لذا  د،کرتغییر ،d14 عنصر مقدار چون
 :خواهد شدترتیب زیر هر، ماتریس مسافت جدید ببهت عبارت هب. ادامه دهید

D

 
 
 
 
  









7 1 4
3 5 3
4 7 3

2 4

 

   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min          23 21 13 22 23 23 33 24 43 3 1 5 5 3 4 4   
  .ادامه دهید d34اده و محاسبات رفت را تا عنصر تغییر د 4را به  d23مقدار عنصر 

  , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min          34 31 14 24 32 33 34 34 44 4 4 3 5 3 3 3   
 :ترتیب زیر خواهد شد هدر پایان محاسبات رفت، ماتریس مسافت ب

FD
 
 
 
 
 
 









7 1 4
3 4 3
4 5 3
5 2 4

 

 محاسـبه  ادامـه،  در .دهیـد  ادامـه  d12 عنصـر  تـا  و کـرده  شروع DFمسافت ماتریس d43عنصر  از را برگشت محاسبات
n تعـداد  انجام محاسبات برگشـت، بـه  براي  .است آمدهصر اعناز برگشت تعدادي   مقایسـه بـراي محاسـبه هـر     4

Fعنصر 
ikd نیاز خواهد بود.  

   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min          43 41 13 42 23 33 43 43 44 5 1 2 4 4 4 4   
   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min          41 11 41 42 21 43 31 41 44 5 2 3 4 4 5 5   
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   , , , , , ,Fd Min d d d d d d d d Min          12 11 12 12 22 13 32 14 42 7 7 1 5 4 2 6   
 .خواهد شدزیر ترتیب بهبرگشت، ماتریس مسافت  در پایان محاسبات

BD
 
 
 
 
 
 









6 1 4
3 4 3
4 5 3
5 2 4

 

4مسیر مربع  ماتریس ،است 4برابر  nچون براي محاسبه ماتریس مسیر،  4 ،R  ترتیب زیر محاسبه کنید هبرا. 

R

  
  
 
   

2 3
1 3 4
1 2 4

2 3

 

dچون d d r j       12 13 32 126 1 5 3   چون ،از طرفی دیگر. خواهد بود   
 d d d r j       12 14 42 126 4 2 4 rر مقـدا  کنید فرض .شد خواهد   j 12  .در نظرگرفتـه شـود    3

  .ترتیب زیر خواهد بود هب یرعناصر ماتریس مس تعدادي ازمحاسبه 
d d d r      13 13 33 131 1 3     
d d d r j       14 13 34 144 1 3 3  
d d d r j       41 42 21 415 2 3 2  

 :ه دست خواهد آمدترتیب زیر ب هب Rدر پایان محاسبات، ماتریس مسیر 

R

 
  
 
  

3 3 3
1 1 4
1 4 4
2 2 3

 

kگـره  تـا هـر    ݅گـره  هـر  از را مسـیر  و مسـافت  ترین کوتاه توان می Rو Dهاي ماتریس وجود با . دسـت آورد  هب ـ را 
d( یا 6از  ستا عبارت 2و  1گره  دو بین مسافت ترین کوتاه ،مثال عنوان به 12 زیـر   ترتیـب  هب ـ مسیر ترین وکوتاه) 6

  :قابل محاسبه است
, ,r r r      12 32 423 4 2 1 3 4 2  

rاگر  j 12   :کرد خواهد محاسبه زیر ترتیب هب را سافتم ترین کوتاه ،هو الگوریتم .شود فرض 4
,r r    12 424 2 1 4 2  

تصـحیح مسـیر    .خواهد بـود  داراي محدویت محاسباتی  وارشال -فلوید الگوریتم همانند هو بهتر، الگوریتم  عبارت هب
  .وارشال است -الگوریتم فلویدشده در ارایهروش همانند 

 ایـن  کاربردهـاي  از یکـی  .شـود  مـی  اسـتفاده  آن تحلیـل  و انتقـال  مـاتریس  محاسـبه  براي ،نمونه مثال از پایان، در

 .اهمیت و زاید در شبکه بهینه است هاي کم ماتریس، شناخت کمان
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 مثال نمونه  محاسبه ماتریس انتقال در 5-4
  .استهدف، محاسبه ماتریس انتقال این شبکه . مجددا در نظر بگیرید را 4 کلش

هـاي جبـر ماتریسـی جهـت محاسـبه       بر اساس یکی از  الگوریتم  FRو  BD، BR ،FDهاي  فرض کنید ماتریس
 .شده باشندهاي مسافت  و مسیر هر زوج گره از قبیل مستطیل آبشاري محاسبه ماتریس

,B F B

F

D D R

R

       
              
     
            
 
  
 
  

7 1 6 1 4 2 3
3 5 3 3 4 3 1 3 4
4 7 3 4 5 3 1 2 4

2 4 5 2 4 2 3
3 3 3

1 1 4
1 4 4
2 2 3

 

 

 

    

هـاي مسـافت و مسـیر الگـوریتم مسـتطیل       گذاري ماتریس انتقال که براساس فرمت نام ماتریسعناصربراي محاسبه 
     ، برابـر FRهماننـد مـاتریس   FTقطر اصـلی مـاتریس   . استفاده کنید FRنشان داده شده از ماتریس   FTآبشاري با 

ikrبراي محاسـبه عناصـر   . خواهد بود " – " k ،     یـا بـراي محاسـبه عنصـرt12  مـاتریس   1، در سـطرFR  تعـداد ،
تعداد عناصـري  ، t13 عنصربراي محاسبه  گردد، شمارش 2ستون  1برابر  عناصرتعداد  +هستند  2عناصري که برابر 

ikrبـراي عناصـري کـه مقـدار      .شده و غیـره  شمارش 3ستون  1برابر  عناصرتعداد  +هستند  3که برابر  k   اسـت
  .این محاسبات در ادامه آمده است. کنید جایگزین را  مقدار 

F FR T

        
                 
         
              

3 3 3 3 1 4
1 1 4 2 1 1 3 1
1 4 4 1 2 1 1 3
2 2 3 2 1 1 3 1

   

  

  

  

 

t ،براي مثال. دهنده عدد انتقال کمان است نشان FTعناصر ماتریس  12 1به این معنی است کـه کمـان   3 2 ،3 
مسیر بهینه دچار  3عبارت بهتر، با حذف این کمان،  هب. شبکه مورد استفاده قرار گرفته است جایی جابهمرتبه در کل 

  .ارزش انتقال هر کمان آمده استدر ادامه عدد انتقال و . اختلال خواهد شد
 ,            ,                          ,           ,             t t t t t t     12 13 14 21 23 244 3 1    

 ,           ,                           ,           ,              t t t t t t     31 32 34 41 42 431 3 3 1   
 t             4 3 1 1 3 3 1 16      

  w  12 16


 , % w  13
4 2516 , w  14 16


  

/ %w  21
3 18 7516 , w  23 16


 , / %w  24

1 6 2516  

/ %w  31
1 6 2516 , w  32 16


 , / %w  34

3 18 7516  
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w  41 16


 , / %w  42
3 18 7516 , / %w  43

1 6 2516  

 

1هــاي در نتیجـه، ارزش انتقــال کمــان  4برابــر  3
2هــاي  ، ارزش انتقــال کمــان25%یــا   16 1 ،3 و   4

4 3برابر   2
/یا  16 % 18 2هاي  ، ارزش انتقال کمان 75 4 ، 3 4و 1 1برابـر    3

/ یـا   16 % 6 و  25
1هاي  ارزش انتقال کمان 2 ،1 4 ،2 3و  3 2 ،4  بهتـر، اگـر کمـان    عبـارت  هب ـ. اسـت  برابـر   1

1 2هـاي   درصد و با حذف هر یک از کمان 25حذف شوند،  3 1 ،3 4و  4 2  ،/ %18 ، و بـا  75
2هاي   حذف هریک از کمان 4 ،3 4و   1 3  ،/ %6 هاي بهینه شـبکه دچـار آسـیب     جایی جابه از 25

1هاي زاید  خواهد شد و با حذف کمان 2 ،2 3و  3 ارزش . ها ایجاد نخواهد شد جایی جابهخللی در  2
هاي بهینه شبکه  جایی جابهها به معنی عدم وجود کمان یا حذف آن کمان بدون ایجاد خلل در  براي کمان انتقال 
 .است

هـاي   بـراي محاسـبه واسـطه   . را محاسبه کنید    گرههاي  انتقال هرگره، تعداد واسطه براي محاسبه عدد و ارزش
جهت محاسـبه   ،براي مثال .شمارش گردد FRماتریس  iدر غیر ستون  iشماره گره لازم است  4و  3، 2، 1گره 

 .را در عناصـر باقیمانـده مـاتریس مسـیر شـمارش کنیـد       1را حذف کرده و عدد  1ستون  ،1هاي گره  تعداد واسطه
  .هاي هر گره بسادگی  قابل استخراج خواهد بود هاي زیر واسطه کمک ماتریس هب

 

, ,

,

F F

F F

R R

R R

    
        
    
       
    
        
    
       

3 3 3 3 3 3
1 1 4 1 1 4
1 4 4 1 4 4
2 2 3 2 2 3

3 3 3 3 3 3
1 1 4 1 1 4
1 4 4 1 4 4
2 2 3 2 2 3

  

 2برابر  3ها براي گره  تعداد واسطه ،1برابر  2ها براي گره  ، تعداد واسطه1برابر  1ها براي گره  بنابراین، تعداد واسطه
عنصر  FRماتریس  در چون. است 5درنتیجه کل واسطه ها برابر . خواهد بود 1برابر  4ها براي گره  و تعداد واسطه

 وجود ندارد درآنصورت، هرگره به تعداد  2 4 1 6 ترتیب  هعدد و ارزش انتقال هر گره ب. دارد جایی جابه  
  :زیر قابل محاسبه خواهد بود

 ,         ,            ,           t t t t           1 2 3 41 6 7 1 6 7 2 6 8 1 6 7  

   /  % ,     /  %w w 
     

     1 2
1 6 7 1 6 724 14 24 145 2 4 3 29 5 2 4 3 29  

   /  % ,     /  %w w 
     

     3 4
2 6 8 1 6 727 58 24 145 2 4 3 29 5 2 4 3 29  
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24/برابر  4و  2، 1هاي  نتیجه، ارزش انتقال گره در 27/برابر  3  درصد و گره 14  عبـارت  هب. درصد خواهد بود 58
24/، 4یا  2، 1بهتر، با حذف گره  27/، 3درصد و با حذف گره  14 هاي بهینه شبکه دچـار   یجایدرصد از جاب 58
 . اختلال خواهند شد

 
 بندي نتیجه و جمع 6
 بـراي  دقیـق  الگوریتم چند بازتعریفبهبود و  براساس آبشاري مستطیل نام الگوریتم با جدیدي الگوریتم مقاله این در

 کـاربرد  کـه  انتقال ماتریس مراهه به ترین مسیر کوتاه هاي شبکهدر گره هرزوج بین مسیر و مسافت ترین کوتاه محاسبه

اساسـی الگـوریتم    مزیـت  .اسـت   شـده  ارایـه  دارد، هـا  شـبکه  اینگونـه  مجدد سازي بهینه و حساسیت تحلیل در مهمی
 در ،الگـوریتم  ایـن  ریاضـی  عملیـات  و محاسـبات  تمـام  که است این مشابه هاي مستطیل آبشاري نسبت به الگوریتم

طرفـی   از ،آبشـاري  مسـتطیل  الگـوریتم . است شده سازي پیاده هستند، ریاضی وابطر که معرف مستطیلn2  قالب
 از قبیـل  مشـابه  هاي الگوریتم در محاسباتانجام زمان  کاهش قابل توجه حجم محاسبات و درنتیجه منجر به کاهش

 و )مسـافت  مـاتریس  به مسیر محاسبات ماتریس کردن وابسته جهت هب( است  شده وارشال -فلویدهو و  هاي الگوریتم
 بـر  ه عـلاو  .بـود  خواهـد   سـاده  و  جذاب بسیار بزرگ مسایل در ،الگوریتم این مستطیلی اجراي دلیل به ،دیگر طرفی از

 .خواهد بود رت آسان و مناسب بسیار آموزشی اهداف براي الگوریتم فهم ،این
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