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 چکیده 

ی كسرری كره كراربرد مهمري در مهندسري شريمي دارد ی كنتررل بهينرهازی برای حل مسالهسدر این مقاله یک روش بهينه

ی همدماست.  در راكتورهای مخزن همزن پيوستهفته شده یک سيستم كنترلي استفاده شده است.  سيستم كنترلي در نظر گر

ی بررای حرل مسراله  ليوویل برای توصيف مدل ریاضي سيستم كنترلي استفاده شده اسرت. –این مساله مشتق كسری ریمان 

ی كنتررل بهينره در فیرای گشرتاوری ی مختلف به یرک مسرالهی كسری ابتدا با استفاده از گشتاورهای از مرتبهكنترل بهينه

سازی نيمه معين مثبت دست پيردا ورواهيم ی بهينهبه یک مسالهسازی متغيرها و سپس با استفاده از تکنيک گسستهرسيم مي

 آوریم.ی در نظر گرفته شده را به دست ميی كسری كنترل بهينهسازی معادل جواب مسالهدر آور با حل مساله بهينه  كرد.

 

 بهينه. كسری، كنترله معين مثبت، مشتقسازی نيمگشتاورها، بهينه  :کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

[. تعریرف 2و1های علوم، مهندسي، اقتصراد و ریاضريات هراهر شرده اسرت  مسایل كنترل بهينه در بسياری از زمينه

سازی یک تابع معيار متشکل از متغيرهای حالرت و كنتررل یرک سيسرتم، ي كنترل بهينه عبارت است ازكمينهعموم

 بهينه پيچيده است ل كنترل[.  با توجه با اینکه معمولاًحل تحليلي مسای3مجموعه ی قابل قبول از كنترل  روی یک 

چره كره در مرورد ها اسرتفاده مري شرود. آنهای عددی برای حل آناكثر اوقات غير ممکن است، از روشیا در و 

هرای ی روشعمده. حجم محاسبات است حاسبات و سپسگيرد، اولاً دقت مهای عددی مورد توجه قرار ميروش

سرازی ی اصرلي برا گسسرتهقيم هستند، به این صورت كه مسرالههای مستبهينه روش ل كنترلعددی برای حل مسای

دست سازی بهی بهينهتبدیل مي شود و سپس با حل مساله سازیی بهينهی هاهر شده در مساله به یک مسالههامتغير

كنترل بهينره مسایل ی ریاضي  آورند. از جنبهدست ميسازی شده بها در نقاط گسستهی اصلي رآمده جواب مساله

ل كنتررل بهينره بنردی مسرایشروند، یعنري دسرتهایي مريبا توجه معادلات دیفرانسيل حاكم بر سيستم كنترلري شناسر
                                                           

 عهده دار مکاتبات *

  rdehghan110@gmail.com الکترونيکي: آدرس  
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ترر در هرچه بيش لذا .براساس انواع معادلات دیفرانسيلي است كه مدل ریاضي سيستم كنترلي را توصيف مي كنند

جرا آمرد.از آندست وواهد تری از سيستم كنترلي بهی مطلوبنتيجه ،آوردن مدل ریاضي مساله دقت شودتدسبه

ترری بروروردار يکي، از دقرت بريشی فيزیکي یا یک سيستم دینامات كسری در بررسي رفتار یک پدیدهكه مشتق

كره طروریاسرت، بره پژوهشرگران بسرياری از مطالعره و تحقيرق دهای آن موضروعحسابان كسری و كاربر هستند،

اص وراثتي بسرياری از فرآینردها عنوان یک ابزار سودمند برای توصيف حافظه و وورانسيل كسری بهمعادلات دیف

مورد توجه بسرياری پژوهشرگران سرعت لي كه تحت تأثير مشتقات كسری بهاز جمله مسای كار گرفته شده است.به

ی كسری به این صورت است كه در یکي از تابع . تعریف كنترل بهينهی كسری استاست، كنترل بهينه گرفتهقرار

ی طور كه برای حل كنترل بهينرههدف یا معادلات حاكم بر سيستم و یا هر دو مشتق كسری هاهر شده باشد. همان

هرای به ساوتار و مدل سيسرتم روش توجه ی كسری نيز بالفي وجود دارد، برای كنترل بهينههای مختمعمولي روش

  كنيم.ها اشاره ميمتنوعي وجود دارد كه به بعیي از آن

، كره وی كسری منتشر شردی ل كنترل بهينهبندی و طرحي برای حل مسایفرمول [4 اولين بار توسط آگراوال

ی كسری پرداوتره بهينهل كنترل و بررسي یک نوع واص از مسایتحليل به گرفتن حساب تغييرات كسریبا به كار

ی كنتررل بهينرهللي و یک راه حل عددی برای حل مسایبندی كیک فرمول [5 سپس در مقاله دیگری وی  .است

برا در نظرر گررفتن مشرتق كسرری  امرا. داد ارایرهليوویل هاهر شده اسرت،  -كه در آن مشتق كسری ریمان كسری 

 [7و6 ، آگرراوال و تنرپ پونرپتوسط محققان مورد توجه قرار گرفته استتر كه این نوع مشتق بيش، و اینكپوتو

، با مشتق كسری كپوتو در نظر گرفتنرد ليوویل -جای مشتق كسری ریمان هبار بكسری را اینی كنترل بهينهمسایل 

ت كره بعرد از ذكرر اسر. لازم برهكردند ارایه ی كنترل بهينهلهو سپس روش عددی برای حل تقریبي این نوع از مسا

هرا ی آنی همرهارهی كسری منتشر شده كه توضيح دربكنترل بهينهل ی حل مسایمقالات زیادی در زمينه آگراوال

های متعامد بررای ایند سال اوير استفاده از چند جملهدر چ .[11-8 ها عبارتند از چند نمونه از آن مقدور نيست اما

توان به ها ميآن یاز جمله است . ی بعیي از پژوهشگران قرار گرفتهتوجه ی كسری موردل كنترل بهينهیحل مسا

ی ای پایرهایشران از چندجملره ، منتشرر شرد اشراره كررد [12 همکاران و ، توسط یوسفي2011ای كه در سال لهمقا

حرل یرک دسرتگاه  بهينگري برهبرا اسرتخراش شررایط لازم ی كسری را ی كنترل بهينه، استفاده كرده و مسالهلژاندر

ین تفاوت كه این برار منتشر شد با ا [13و همکاران   توسط علي پور ی دیگریمقاله معادلات جبری كاهش دادند.

 [14  و همکراران، هم توسط كشراورز 2015در سال . اندكار گرفتهبرای حل مساله بههای برنشتاین ایاز چند جمله

برالاوره كرار بعردی كره . برای حل مسراله اسرتفاده شرده اسرتهای برنولي ایتشر شده كه از چندجملهقاله ای منم

و  ای اسرت كره توسرط دوهرااسرتفاده شرده، مقالرههای ژاكوبي ایكه در آن از چندجمله،اشاره كردآن توان بهمي

ی هدر علوم مهندسي اسرت زیررا مسرالسازی بهينهاین مقاله بيان كاربردی از . هدف اصلي منتشر شد [15  همکاران

لره، یرک شرده اسرت.  در ایرن مقا ارایره[ 16لي است كره در  ه در این مقاله حالت واصي از مسایگرفته شددر نظر

ترلري راكتورهرای مخرزن همرزن هرای كنی كسرری مربروط سيسرتمی كنتررل بهينرهروش مستقيم برای حل مسراله

شده بر اسراس اسرتفاده از  ارایهی اصلي روش شده است. ایده ارایه واكنش ون دی ووسی همدما همراه با پيوسته

طروری كره برا ایرن كرار بره ر شده در مدل ریاضي مساله اسرتجای تابع كنترل هاههب های مختلف گشتاورهامرتبه
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مري شرود. در آورر ورها تبردیل سازی نيمه معرين مثبرت در فیرای گشرتای بهينهی كنترل بهينه به یک مسالهمساله

شرود. ير زمران هراهر شرده در مسراله حرل مريسازی متغدست آمده با گسستهسازی نيمه معين مثبت بهبهينهی مساله

ه كاستن حجم محاسبات اسرت، البترهای عددی سادگي مجاسبات ون مزیت این روش نسبت به سایر روشتریمهم

 .ر این روش نيز قابل قبول استاست كه دقت محاسباتي د دست آمده حاكي از آنناگفته نماند كه نتایج عددی به

پردازیم. در بخش سوم كنترل ها و گشتاورها مياست: در بخش دوم به معرفي اندازهساوتار مقاله به این ترتيب 

ی ی همدما و مسالهل ریاضي راكتور مخزن همزن پيوستهكنيم. در بخش چهارم مدی كسری را معرفي ميبهينه

معرفي شده در ی كسری ی كنترل بهينهكنيم. چگونگي حل مسالهمي ارایهه آن را ی كسری مربوط بينهكنترل به

ی كنترل بهينه به مثبت تحت عنوان كلي تبدیل مساله سازی نيمه معينی گشتاورها و بهينهبخش چهارم به وسيله

 گيری آمده است.نتيجهآمده است و سپس در بخش ششم سازی نيمه معين مثبت در بخش پنجم بهينه

 

 اندازه ها وگشتاورها   ۲

 این مقاله مرورد نيراز اسرت را  های دیگرها وگشتاورها كه در قسمتی اندازهدر این بخش چند تعریف كه در باره

 كنيم.ذكر مي [19 -17  از

)ی مثبت است به طوری كه ، یک اندازهXروی مجوعه ی  ی احتمال یک اندازه: 1تعریف  )X 1. 

xی است كه در نقطهی دیراک های احتمال، اندازهیک نمونه از اندازه  .به صورت زیر تعریف مي شود 

,
( )

.

A
A

A








 



1
 

nXی داده شدهی ی فشردهبرای یک مجموعه R  فرض كنيم ،( )Xهای ، نمایشگر فیای باناخ از اندازه

)قرار دارد؛ بنابراین یرک انردازه Xگاهش رویباشدكه تکيه دارعلامت )X ترابعي اسرت كره هرر زیرر ،

از فیرای  روی یک ترابع ماننرد  ی گرداند. اثر اندازهگيرد و یک عدد حقيقي را برميرا مي Xمجموعه از 

 شود:توابع پيوسته به صورت زیر تعریف مي

, ( ) ( )
X

x d x        

)برای یک بردار حقيقي :  ۲تعریف ,..., ) n

nx x x R 1  و یک عدد صحيحnN   داده شده، یک تک

iصورت ای بهجمله

n

i

i

x x
 




1

|ی آن بر ابر است با شود كه درجهتعریف مي  |
n

i

i

 



1

 . 

)ی ی داده شردهبررای انردازه:  3تعریف )X  وnN ی ، گشرتاور مرتبره  عبرارت اسرت از عردد

 حقيقي  

( )
X

y x dx

    

به  و  nN
y  
dی برای عدد ثابرت داده شردهشود و گفته مي ی ی گشتاورهای اندازه، دنباله  N  برردار

عبارت است از  dیگشتاورهای تا درجه 
| d

y   
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ی ی داده شردهبررای دنبالره:  4تعریف  nN
y y  
 تابعرک وطري ریرس بره صرورت ،: [ ]yl R x R 

)های ایشود كه اثر آن بر روی چند جملهتعریف مي )P x p x 




 .به صورت زیر است 

( ( ))yl P x p y 


   

 پردازد.ها ميایجمله سازی چندعنوان یک عملگر به وطيبه عبارت دیگر تابعک ریس به

)، عبارت است از ماتریس dیماتریس گشتاور مرتبه:  5تعریف )dM y طوری كه به 

( ( )) ( )T

y dl P x p M y p2  
)كه در آن  )P xی ای درجه، چندجملهd  وp بردار ضرایب آن است. 

Xبرای یک حالت واص وقتي كه R ی،گشتاور از مرتبه, ,...,i n 1   دهيم.مي زیر نشان را به صورت 2

 ( )i

i

X

m x dx    

فرض كنيم  :6تعریف im m ی احتمال ای از گشتاورهای اندازهدنبالهm  باm  يمره نباشد. مراتریس  1

صرورت و برهاسرت  mی های متشکل از دنبالهدرایه دارای است كه nی یک ماتریس از مرتبه معين مثبت هنکل

 .شودزیر تعریف مي

...

...
( )

... ... ... ...

...

n

n

n

n n n

m m

m m m
M m

m m m





 
 
 
 
 
 

1

1 2 1

1 2

1

  

 ی کسریکنترل بهینه 3

ی كسری مروری كوتاه داریم.  برای مشتقات كسری چندین نروع بندی ریاضي كنترل بهينهدر این بخش بر فرمول

شرتقات لتنيکوف بيشتر از سرایر م -ليوویل، كپوتو و گرانوالد -تعریف وجود دارد، اما سه نوع مشتق كسری ریمان

لتنيکروف  -ليوویرل و گرانوالرد -مشتق كسری ریمانگيرد. در این مقاله ما از دو نوع كسری مورد استفاده قرار مي

 دهيم.[ ارجاع مي20تر وواننده را به   ی بيشاستفاده وواهيم كرد و برای مطالعه

 شود.صورت زیر محاسبه ميليوویل  به -مشتق كسری ریمان: 7تعریف
( )

( ) ( ) .
( ) ( )

t
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a t na

d f
D f t d n n

n dt t
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


 

 
 

   
  


1

1 1 

Dليوویل را با -برای سادگي مشتق كسری ریمان قرارداد:    دهيم.نشان مي 

)لتنيکوف  برای تابع  -مشتق كسری گرانوالد: 8تعریف )f t  آید.دست ميبه صورت زیر به 

( )

0 0

( ) ( ) ,lim
N

GL

a t r
h r

t a
N

h

D f t w f t rh 

 
 

 
 

   

  كه در آن . یعني جزء صحيح و 
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5 

( ) ( ) ( ), ( ) , ,...r rw w w r
r

  



   1

11 1 1 2

  
 كند.لتنيکوف را بيان مي -و گرانوالد ليوویل -ی بين مشتقات  كسری ریمانی زیر رابطهقیيه

)فرض كنيد تابع :  1قضیه )f t  ی ی اول تا مرتبرهدارای مشتقات مرتبهn 1  پيوسرته بروده و مشرتقn -  ام آن

nپذیر باشد. همچنين فرض كنيد انتگرال n  1ی . در این صورت مشتق مرتبره برا تعریرف گرانوالرد- 

)لتنيکوف تابع  )f t ی با مشتق مرتبه 12ليوویل این تابع برابر وواهد بود  -ریمان. ] 

ورواهيم كنتررل رت اسرت كره مري[ مطرح شده است، به این صرو4بار در  ی كسری كه اولينی كنترل بهينهمساله

 كهطوریرا بيابيم به uی بهينه

(1) 

( ) ( , , )

( ) ( , , ) ,

( )

Min J u t x u dt

D x t t x u

x x



 

 




1

,كه در آن    دو تابع دلخواه هستند و( )x t .متغير حالت سيسرتم اسرتD  ليوویرل  -تق كسرری ریمرانمشر

ابع ولري در تر كم بر سيستم كنترلي هاهر شده است،ی حافقط در معادله بينيم مشتق كسریطور كه مياست. همان

پردازیم حالت واصري هوواهيم در این مقاله به حل آن بای كه ميی كنترل بهينههدف مشتق كسری نداریم. مساله

 ( است.1ی )از مساله

 

 ی راکتور مخزن همزن پیوستهکنترل بهینه 4

غلرب مرورد توجره همرراه برا واكرنش ون دی ووس، ای همدما همزن پيوستههای كنترلي راكتورهای مخزن سيستم

يرد. علت آن این است كه مردل ریاضري ایرن نروع از راكتورهرا گی مهندسي شيمي قرار ميپژوهشگران در حوزه

غيروطي و دارای وواص جالبي است كه در مهندسي شيمي دارای اهميت است. مدل ریاضي این فرآیند كنترلري 

 .[22  شودكه در این مقاله در نظر گرفته شده است توسط معادلات زیر توصيف مي

( )A A A AF A

B A B B

F
D c k c k c c c

V

F
D c k c k c c

V





    

  

2
1 3

1 2

  

B,كرره در آن  Ac c   برره ترتيررب غلظررت مررواد,B A  هسررتند وF   ،جریرران ورودی ،AFcلظررت ، غ

AFكه طوریدر ورودی به Aی ماده Ac c  ،V  ،راكترور،  حجرم ثابرت, ,k k k3 2 هرای سررعت ، ثابرت1

 نشان داده شده است.  1واكنش هستند. نمودار این فرآیند كنترلي در شکل
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6 

 
 راكتور مخزن همزن پيوسته همدما .1شکل 

 

 uی این فرآیند كنترلي را معرفي كنيم و آن عبارت است از یافتن ترابع كنتررل ی كنترل بهينهتوانيم مسالهحال مي

 كهطوریبه

(2) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) , ( )

AF

Min J u x x u dt

D x t k x k x c x u

D x t k x k x x u

x x x x





  

    

  

 


1 2 2 2

1 2

2
1 1 1 3 1 1

2 1 1 2 2 2

1 1 2 2

 

 

 سازی نیمه معین مثبتی کنترل بهینه به بهینهتبدیل مساله 5

سرازی نيمره ی بهينرهاستفاده از گشتاورها به یرک مسراله( را با 2ی )ی كنترل بهينهمساله ن بخش طي فرآیندیدر ای

 كنيم.معين مثبت تبدیل مي

 

 اینمایش چند جمله 5-1

 زیر تعریف شده است: [ به صورت4ی كنترل بهينه كسری در  ، برای مسالهجا كه تابع هميلتونياز آن 

( , , , ) ( , , ) ( , , )H H t x u t x u t x u      
 ( به صورت زیر بنویسيم:2ی )كنترل بهينه یرا برای مساله مي توانيم تابع هميلتوني

(3) ( ) ( ) ( ( ) )H x x x x x u u             2 2
1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 21 10 50 100 10  

,كه در آن  , , ,x x u 2 1 2  ه ترابع هميلترونيبينريم كر( مري3ی ). با توجه به شکل رابطههستند tتوابعي برحسب  1

 دست آمده است،ي تابع كنترل بههای افزایشبرحسب توان ای( به صورت یک چند جمله2ی )ی كنترل بهينهسالهم

 نویسيم:صورت زیر مي( را به3ی )لذا برای راحتي رابطه
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(4) i
i

i

H u



2

 

 كه در آن 

( ) ( ) , ( ( ) ), .x x x x x                2
1 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 21 10 50 100 10 1   

تحليل و بررسري قررار [ مورد 24و23  در طور مفصلبه لي است كهسازی سراسری زیر از جمله مسایينهی كممساله

 است.رفته و توسط روش گشتاورها حل شدهگ

(5) ( )min
i

i
u i

H u u



2

  

 

 ی کسری تبدیل یافتهکنترل بهینه 5-۲

ی معرادل برا سراوتار وطري اسرت. بررای ایرن كرار از ( به یک مسراله5ی )ترین كار در این بخش تبدیل مسالهمهم

)ای ی محدب گراف چندجملهستهپو )H u هرای ی انردازهی همرهكه اگر وانوادهاین صورتنيم، بهكاستفاده مي

)آن روی ورط حقيقري قررار دارد را براگراه كه تکيرهاحتمال را )P Rنظر را ی محردب مروردپوسرته،نشران دهريم

 صورت زیر توصيف كنيم:توانيم بهمي

(6) ( ( )) { ( , ( )) ( ): ( )}
R

co graph H u H u d u P u    

 .ی محدب استمخفف معادل لاتين پوسته  co كه در آن

)ای جبری و قهریبرای چندجمله :۲قضیه  )H u ی محدب گرافتوان نشان داد كه پوسته، ميH صرورتبره 

 صورت زیر تعریف شود:های احتمال بهتواند در فیای اندازهمي (5)ی بهينه سازیبنابراین مسالهاست و  (6)

(7) 
( )

( ) ( )min
P R R

H u d u





  

ی گراه آن در مجموعره كمينرهكه تکيههای احتمالای از اندازه(  عبارت است از مجموعه7های )و مجموعه جواب

) سراسرری از )H u ،یعنري  قررار داردarg min( )H كره و زمرانيarg min( )H  ترک عیروی *u  ،باشرد

*ی دیراک اندازه

*


  ( است   7جواب یکتای )52و42]. 

Rی بردارهای در همه ی محدبي ازمجموعه ، حال فرض كنيم ایش گشرتاورهای جبرری باشد كه اعی 3

،  Hایا با استفاده از ساوتار چند جملهلذ ، باشدگاه آن در وط حقيقي قرار داردی احتمال كه تکيهاز یک اندازه

 سازی زیر تبدیل شود:نهی بهيتواند به مساله( مي7)

(8) ( )min i i
m i

m t
 


2

  

مشرخ   درسرتيرا به ، وجود دارند ي كه در یی شدني تشکيل شده توسط بردارهاحال اگر ما نتوانيم مجموعه

، از طرفري بسرتار  .نویسي نظری است و در عمل بررای حرل مسراله كارآمرد نيسرت( صرفاً یک فرمول8، )كنيم

Rي دریی بردارهامتشکل از همه  دهند.هنکل مي ماتریس نيمه معين مثبت است كه اعیای آن تشکيل یک 3

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
17

.1
4.

1.
8.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
14

 ]
 

                             7 / 13

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2017.14.1.8.3
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1351-fa.html


 ی همدماهای كنترلي راكتورهای مخزن همزن پيوستهی سيستمی كنترل بهينهسازی نيمه معين مثبت برای حل مسالهبهينهاستفاده از ، محمد كيانپورو  دهقان

8 

( ) :i i

m
m R

m m


   
    

   

12 3

1 2

1
  

 :ی برنامه ریزی ریاضي زیر تبدیل كنيمرا به مساله (7) یتوانيم مسالهبنابراین مي

(9) 
( )min i i

m i

m t

m

m m


 

 
 
 


2

1

1 2

1
 

سازی سراسری كمينهجا از در واقع تا این( صورت نيمه معين مثبت دارد. 9) یكنيم مسالهطور كه مشاهده ميهمان

طروری كره مجموعره ( در فیای گشتاورها رسيدیم، بره9)سازی نيمه معين مثبت ی بهينه( به مساله5) تابع هميلتوني

m*ی بردارهررایهمررهی از مجموعررهاسررت ( متشررکل 9هررای)جررواب R اسررت از  آن عبررارت ، كرره اعیررای3

argها در گاه آنهای احتمال كه تکيهگشتاورهای جبری از اندازه min( )H .قرار دارد 

m*( یک جوای یکترای 9ی )باشد، مساله u*دارای كمينه سراسری یکتای  Hاگر  :1نتیجه R كره از  دارد 3

u*ی دیراک گشتاورهای جبری از اندازه
  تشکيل شده است به طوری كه* *( ) , ,i

im u i  1 2  25.] 

( مري تروانيم مسراله 5سرازی )ی كمينهجای حل مسالههاست كه باین صورت جا انجام شده بهكاری كه تا این

ی بره یرک مسراله uهرای مختلرفجرای تروانگذاری گشرتاورهای مختلرف بره( را حل نمایيم. در واقع با جای9)

تلف به جرای گشتاورهای مخگذاری دانيم كه با جایمثبت در فیای گشتاورها رسيدیم. مي سازی نيمه معينكمينه

گشتاوری دست پيردا ورواهيم كررد  ی كنترل بهينه در فیای( با استدلال مشابه به مساله2ی )در مساله uهای توان

 طوری كه وواهيم داشت:به

(10) 

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( , )

( ) ( )

( ) , ( )

AF

Min J m x t x t m t dt

D x t k x t k x t c x t m t

D x t k x t k x t x t m t

m t
t

m t m t

x x x x





  

    

  

 
  

 

 


1 2 2

1 2 2

2
1 1 1 3 1 1 1

2 1 1 2 2 2 1

1

1 2

1 1 2 2

1
1

 

 ای وجود دارد.رابطه ( چه10( و )2های )دانيم كه بين جوابحال مي وواهيم ب

)*كنيدفرض : 3قضیه )u t آنگراه برردار كنتررلباشد (2) ی كسریی كنترل بهينهكننده برای مساله، یک كمينه ، 
*( )m t   داده شده به صورت* *( ) ( ( )) , ,i

im t u t i  1  ( است.10یک كمينه كننده برای ) 2

شرود،  فقرط بررای نوشرتن شررایط لازم بهينگري از [ آمده است این قیيه اثبات مي26مشابه آنچه كه در  اثبات : 

 كنيم.[ استفاده مي4كسری مطرح شده در  ی یط لازم بهينگي برای كنترل بهينهشرا

)*توان نتيجه گرفرت كره اگرر بنابراین از این قیيه مي )m t ( باشرد كره در شررایط 10كننرده بررای )یرک كمينره
* *( ) ( ( )) , ,i

im t u t i  1 *كند، آنگاه صدق مي 2

1 ( )m t ( است.2ی )كنندهیک كمينه 
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 سازی و تقریبگسسته 5-3

( ابتردا 10ی )( مشرخ  شرد، بررای حرل مسراله10( و )2ی كسرری )ی كنترل بهينهی بين مسالهكه رابطهبعد از آن

]ی فاصله , hرا با طول گام  1[
s


,....,توسط نقاط  1 ,st t t 11 بهs لرذا كنريم، قسمت مساوی تقسيم مي

 به صورت زیر تبدیل مي شود: ( 10) یبا انتخاب این نقاط مساله

(11) 

( )

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
, ,...,

( ) ( )

( ) , ( )

s r h

r r r
rh

r

r r r AF r r

r r r r r

r

r r

Min J m x t x t m t dt

D x t k x t k x t c x t m t

D x t k x t k x t x t m t

m t
r s

m t m t

x x x x





 



  

    

  

 
 

 

 


1 1 2 2

1 2 2

2
1 1 1 3 1 1 1

2 1 1 2 2 2 1

1

1 2

1 1 2 2

1
1 2

 

ليوویرل توسرط  -ی عددی مشتق كسری رایج است، تقریب مشرتق كسرری ریمرانیکي از كارهایي كه در محاسبه

م مشرتق كسرری موجرود توانيمي hدست آوردن طول گام یعني بعد از به لتنيکوف است، -مشتق كسری گرانوالد

 [.27زیر تقریب بزنيم صورت ( را به11در )

(12) 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

, ( ) , ,..., ,

r

i r j i r

j

j j

D x t w x t jh i
h

w w w j s
j

 



  





  


   



1

1 1 2

11 1 1 2
  

ی اری كره بایرد انجرام دهريم ترا مسراله( آورین ك11جای مشتقات كسری در )به (12گذاری روابط )بعد از جای 

گيرری عرددی بررای سازی نيمه معرين مثبرت تبردیل گرردد، اسرتفاده از فرمرول انتگررالی بهينه( به یک مساله11)

كنريم. ای مركرب اسرتفاده مري( اسرت كره مرا از روش ذوزنقره11دف )های هاهر شده در تابع هانتگرال یمحاسبه

 شود:صورت زیر تبدیل ميسازی نيمه معين مثبت بهی بهينه( به یک مساله11ی )بنابراین مساله

( )

( )

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

s s

r s r s

r r

s

r s

r

r

j r r r AF r r

j

r

j r r

j

h
Min J m x t x t x t x t x t x t

m t m t m t

w x t jh k x t k x t c x t m t
h

w x t jh k x t k x
h









 

 









     

  

     

  

 







1 1
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1

1

2 2 2
1

2
1 1 1 3 1 1 1

2 1 1 2

2 2
2

2

1

1
( ) ( ) ( )

( )
, ,...,

( ) ( )

( ) , ( )

r r r

r

r r

t x t m t

m t
r s

m t m t

x x x x



 
 

 

 

2 2 1

1

1 2

1 1 2 2

1
1 2
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كسرری مطررح هسرتند ایرن  یكنترل بهينه یزمينه هایي كه درهای این روش نسبت به سایر روشاز مزیت تذکر:

حرل هرای مطررح شرده قرادر برهكه بعیري از روشعلاوه اینتری دارد بهكه از لحاظ محاسباتي ساوتار سادهاست 

زیررا در  ،دهيمارجاع مي [28 ،14، 13، 9، 7، 5، 4 مورد نظر در این مقاله نيستند . برای مثال وواننده را به  یمساله

)صورت تم بهاین مقالات معادله دیفرانسيل حاكم بر سيس ) ( , ( )) ( ) ( )D x t f t x t b t u t   كه است در حالي

)صرورت ترری بره( شکل كلي2در ) ) ( , ( ), ( ))D x t f t x t u t 29 دارد و یرا اگرر بره روش مطررح شرده در] 

 ی مورد نظرر در ایرن مقالرهقادر به حل مساله ای است و ثانيايم كه اولا دارای محاسبات پيچيدهبينمراجعه كنيم، مي

 .نيست

 

 نتایج عددی 5-4

ی ، به حل مسالهآمده است 1كه در جدول به صورتي [ 22(  از  2در این قسمت با انتخاب پارامترهای موجود در )

 ( پرداوتيم.2ی كسری )كنترل بهينه

 
 (2پارامترهای موجود در ) .1جدول 

( )x 2 ( )x 1 AFc V k 3 k 2 k 1 

0936/0 189/0 10 1 10 100 50 

 

شود برا ها مشاهده ميطور كه در شکلمساله نشان داده شده است.  همان ی حاصل ازحلنتيجه 3و  2های در شکل

 ایم.ل پایدار سيستم كنترلي دست یافتهانتخاب یک تعداد محدود از نقاط به حالت تعاد

 

 
sنتيجه حاصل از انتخاب  .۲شکل   و  10  1 
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sنتيجه حاصل از انتخاب  .3شکل   /و  10 0 93 

 

  GAMSمقدار تابع هدف و زمان صرف شده جهت انجام محاسبات با نرم افزار  .۲جدول 

)مقدار تابع هدف  )ثانيه( زمان اجرا )J   مرتبه مشتق كسری( ) 

016/0 010770/0 9/0 

031/0 000428/0 93/0 

046/0 000080/0 1 

                                     
/، برای  3بررسي درستي رابطه قیيه  .3جدول 0 93 . 

( ) ( )r rm t m t 2
2 1  ( )rm t2  ( )rm t1  rt  

000000000020/0 

000000000017/0 

000000000032/0 

000000000008/0 

000000000024/0 

000000000002/0 

000000000024/0 

000000000025/0 

000000000041/0 

000000000037/0 

000000000026/0 

0058955499/0 

0044410158/0 

0016923281/0 

0033018529/0 

0036777286/0 

0037573521/0 

0036932253/0 

0033503229/0 

0024099505/0 

0044448375/0 

0001181829/0 

0767824842/0 

0666409470/0- 

0411379160/0 

05746175170/0 

0606442790/0 

0612972438/0 

0607719123/0 

0578819741/0 

0490912471/0 

0666696148/0 

0108711971/0- 

0/0 

1/0 

2/0 

3/0 

4/0 

5/0 

6/0 

7/0 

8/0 

9/0 

0/1 

 

بينيم كه برای اجرای برنامره زمران كمري نيراز اسرت و دهد و ميرا نشان مي مقدار تابع هدف و زمان اجرا 2جدول 

این مي تواند نوید بخش این باشد كه روش مطرح شده برای مسائل با ابعاد برزر  كرارآیي مناسربي از نظرر زمران 

)دانيم كه مي 3اشته باشد وبا توجه به قیيه د )m t1  شررطي كره برههمان كنترل بهينه اسرت( ) ( )m t m t 2
2 لرذا  1

 دهد.  را نشان مي 3ابطه موجود در قیيه درستي ر 3جدول 
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 نتیجه و جمع بندی  6 

كار گرفته شرده اسرت. مردل ی كسری بهبت برای حل یک مساله كنترل بهينهسازی  نيمه معين مثدر این مقاله بهينه

همردما بروده اسرت. ابتردا بره  یكنترلي راكتور مخزن همزن پيوسته ریاضي سيستم كنترلي كسری مربوط به فرآیند

دست آمد و سپس با ی كسری در نظر گرفته شده بهی معادل برای كنترل بهينهی روش گشتاورها یک مسالهوسيله

سرازی نيمره معرين مثيرت دسرت پيردا كرردیم. در ی بهينرهبه یک مسراله دست آمدهی معادل بهسازی مسالهگسسته

ال لتنيکروف و بررای انتگرر -ليوویل تقریبري از مشرتق كسرری گرانوالرد –سازی برای مشتق كسری ریمان سستهگ

دسرت آمرده نشران از ب اسرتفاده كرردیم.  نترایج عرددی برهای مركرگيری ذوزنقهموجود در تابع هدف از انتگرال

آن توجرره شررده اسررت سرراوتار  ای كرره در ایررن روش بررهنکتررهرای حررل مسررایلي مشررابه دارد. ایررن روش برر كررارایي

ی در یکري از كنتررل بهينره اسرت، حرال اگرر مسراله یاضي سيستم كنترلي موجرود در مسرالهای مدل ریچندجمله

ای نباشرد چنرد جملرهتم كنترلي دارای سراوتار طوری كه مدل ریاضي سيسهای علوم مهندسي مطرح باشد بهشاوه

 های بعدی مورد توجه قرار گيرد.پژوهش تواند درا بازهم این روش كارآیي دارد؟ ميآی
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