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  تقطعي شرايط عدمريزي خطي در برنامهدو مدل جديد  ارايه
 

*عليرضا غفاري حديقه
1 

  دانشيار، دانشگاه شهيد مدني آذربايجان، دانشكده علوم پايه، گروه رياضي كاربردي، تبريز، ايران -1

  
  1395فروردين  18: رسيد مقاله

  1395شهريور  6 :پذيرش مقاله

  

  چكيده

 مسالهپارامترهاي يك . سازي نيز از اين وضعيت مستثني نيستبهينه. هاي طبيعي استمسالههاي ذاتي  عدم قطعيت يكي از خصوصيت

 مسـاله در ايـن مقالـه،   . هـا بـه وجـود آيـد    ، تغييراتي در آنمسالهسازي نيز ممكن است دقيقاً مشخص نشده باشند و يا بعد از حل بهينه

توسط متخصصين حوزه مربوطه مشـخص   مسالهكنيم  پارامترهاي فرض مي. كنيمريزي خطي در محيط غيرقطعي را بررسي مي برنامه

مطرح توسط ليو در قالب اصول موضوعه رياضي  2007 اساس كار اين مقاله، استفاده از نظريه عدم قطعيت است كه در سال. اندشده

هـا در   هاي شدني و بهينه  و ارتباط بين اين جواب ريزي خطي غيرقطعي معرفي شده و وجود جواب دو مدل مختلف برنامه. شده است

 . اندنتايج به دست آمده با دو مثال ساده توصيف شده. شوددو مدل بررسي مي

  

  .غيرقطعيسازي بهينه، نظريه عدم قطعيت، ريزي خطي برنامه: كلمات كليدي

  

  

 مقدمه  1

-و توانمندي خود را در مدل هاي مختلف  مطالعه شده استسال است كه از ديدگاه 60ريزي خطي بيش از برنامه

است،  از نظري عددي قابل رهگيري  نشان داده مختلفوسيع و هاي هاي كاربردي در حوزهمسالهبندي بسياري از 

بـراي  افزارهـاي محاسـباتي مـوثري بـراي حـل آن، حتـي       بوده و تئوري آن تقريبا به اندازه كافي توسعه يافته و نـرم 

-هاي برنامـه هاي اساسي در مدلفرضبا اين حال يكي از پيش.  وجود دارند ،هاي بسيار بزرگدر اندازههاي مساله

 برخـي اوقـات، هـر   . شوداست كه در عمل بندرت چنين قطعيتي تضمين مي مسالهمترهاي ريزي خطي، قطعيت پارا

، شرايط در محـيط  مسالهدقيق برآورد شده بودند، ممكن است بعد از حل  بنديمدلدر هنگام  مسالههاي چند داده

ت جواب بهينه قبلي، ديگـر  در اثر اين تغييرات ممكن اس. واقعي تغيير كند و در نتيجه آن مقادير ديگر معتبر نباشند

  .شدني و يا بهينه نباشد

ريـزي توليـد   ساده برنامه مساله ريزي خطي،در برنامه قطعيهاي غيربراي درك بهتر ضرورت استفاده از مدل

n  خواهد از بينفرض كنيد يك شركت توليدي مي. را در نظر بگيريد محصول تعـدادي را بـراي توليـد انتخـاب      

مقـدار موجـودي   . كند طوري كه تنها از منابع موجود حداكثر استفاده را كرده و ميزان سود حاصل را بيشـينه كنـد  

                                                           
  دار مكاتباتعهده *

  hadigheha@azaruniv.edu  :آدرس الكترونيكي
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 ijaرا نيـز بـا    jام استفاده شده در توليـد يـك واحـد از محصـول     -iدهيم و مقدار منبع نشان مي ibرا با  i  منبع 

اگـر مقـدار   . اسـت  jc نيـز     jآمده از فروش هر واحد از محصـول   ميزان سود خالص به دست. دهيممي نمايش

  ريزي خطي به شكل متعارفي برنامه  مسالهنشان دهيم يك  jx را با  jتوليد محصول

)1(  : , , , , , ,, ,
n n

x j j ij j i j
j j

Min c x a x b i m x j n
= =

  ≤ = … ≥ = … 
  
∑ ∑

1 1

1 1�  

  .شودتوليد مي

را مرور كرده و ايـرادات خـاص هـر     مسالهاين  هايدر ادامه رويكردهاي  مختلفي براي عدم قطعيت در داده

 )1( مسـاله كنيم فقـط  يكـي از پارامترهـاي    براي سهولت كار فرض مي.  كنيمكدام را به طور خلاصه يادآوري مي

  . c1 غيرقطعي است، مثلا  

در چنـين   مسـاله بـراي بررسـي    هـاي سـنتي   يكـي از روش  ريزي پارامتري استفاده از تحليل حساسيت و برنامه

 ]3-1[به عنوان نمونه به(انجام شده است هاي مختلف از ديدگاهاست و تحقيقات زيادي در اين خصوص وضعيتي 

كـه در  ( كننـد را مطالعه مي با مقدار ديگر در نتيجه نهايي c1 تاثير جايگزينيدر تحليل حساسيت، ). مراجعه نماييد 

ريـزي  هـدف برنامـه  در حـالي كـه   ). خدشه دار شـود بهينه موجود اين حالت خاص ممكن است بهينه بودن جواب 

ها، خاصـيت مشخصـي بـراي    در آن ناحيه مسالههايي است كه با تغيير پارامترهاي )ناحيه(خطي پارامتري يافتن بازه 

پايـه بهينـه    كنند كهمشخص ميچنان را  c1جاز براي مقدار بازه تغييرات م به عنوان مثال،. جواب بهينه پابرجا بماند

 در نظـر  مسـاله حالتي كه چنين تغييراتـي در قيـدهاي   در . ، بهينه باقي بمانددر اين بازه c1براي مقادير موجود هنوز 

در نكته قابـل توجـه    .ولي خاصيت فوق هنوز برقرار باشد تغيير كند نيز مقدار جواب بهينهممكن است  شود،گرفته 

ر ظ ـنيـز قطعـي در ن   هـا رمقـدار جديـد پارامت  ريزي پارامتري، در تحليل حساسيت و برنامهاين رويكرد اين است كه 

   .شودبا اين فرض اساسي حل مي توليد شده جديد مسالهگرفته شده و 

را بـه عنـوان اعـداد فـازي      مسـاله پارامترهـاي   ،در اين ديدگاه .]4[ است نظريه فازياز ديدگاه ديگر استفاده  

  تاز ايـرادا . ]5[ كننـد  هـاي قطعـي تبـديل  و حـل مـي     هاي به دسـت آمـده را بـه مـدل    نهايت مدلدر تلقي كرده و 

ي عـددهاي فـاز  بر اساس ريزي خطي فازي، عدم تشخيص دقيق نوع عدد فازي به كار رفته در مدل است كه  برنامه

 . شودميمنجر  ، به نتايج متفاوت و گاه متناقضمسالهاستفاده شده در متفاوت 

اي در نظـر   را داخـل مجموعـه   مسالههاي  در اين روش، داده. سازي استوار استنهيراهكار ديگر استفاده از به

كننـد   فـرض مـي   ،مثـال به عنوان . ]6[ خاصي منتسب شده باشدمال تاحها تابع توزيع كه براي آنن آنوگيرند بدمي

ايـن بـردار بـه همـان انـدازه كـه ممكـن اسـت در         . كه بردار  ضرايب تابع هدف در داخل يك بيضيگون قرار دارد

هـاي خـاص ايـن ديـدگاه،      يكي از حالـت .  باشدنيز مرز بيضيگون نزديك مركز بيضيگون واقع باشد، ممكن است 

بر اين است كه هر پارامتر، مستقل از پارامترهاي ديگـر، در  در اين حالت فرض  .]7[ اي استريزي خطي بازه برنامه

بـه نحـوي بـا     كند، در حالي كه در حالت كلي ممكن است تعدادي و يا همه اين پارامترهاداخل يك بازه تغيير مي

مـثلا بـردار ضـرايب    توان فرض كـرد كـه   اي ميريزي خطي بازههدر برنامبه عبارت ديگر،  .هم ارتباط داشته باشند

شـيد كـه   اتوجه داشـته ب  .باشد، داخل يك ابرمكعب قرار دارد واقعگون ضيتابع هدف به جاي آن كه داخل يك بي
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عـدم   مسـاله هنـوز   تعيـين شـده و  مربوطـه  متخصصـين   توسـط براي پارامترها مورد نظر  هايدر اين رويكرد نيز بازه

بـه يـك   اسـتوار  نهايت از تبـديل مـدل   در ريزي خطي استوار نيز  در برنامه . ها نيز مطرح استقطعيت براي اين بازه

اصـلي، عليـرغم تغييـر پارامترهـا در درون      مسالهكنند كه براي اي توليد ميمدل قطعي استفاده كرده و جواب بهينه

ب بهينـه در  البته بايد توجه كـرد كـه مفهـوم جـوا    . ماندهاي مشخص شده، جواب توليد شده بهينه باقي ميمجموعه

    .حدي متفاوت است ريزي خطي تا ريزي خطي استوار با مفهوم متداول جواب بهينه در ادبيات برنامهبرنامه

تـابع    مسالههايي، براي هر يك از پارامترهاي در چنين مدل. هاي تصادفي استديدگاه ديگر استفاده از مدل

تابع توزيـع  با  c1تغييرات مقدار توان فرض كرد كه مي ،مثال به عنوان. شود مي در نظر گرفتهتوزيع احتمال مناسبي 

جايگزين كردن اميد رياضـي متغيرهـاي    ،هاي متداول در چنين وضعيتييكي از روش .دشو بيان احتمال يكنواخت

هـاي  قطعي  جديـدي تبـديل شـده و روش    مسالهتصادفي به  مسالهدر اين صورت . تصادفي به جاي پارامترها است

هـاي   ، نيـاز بـه وجـود داده   ديـدگاه از ايرادات موجـود در ايـن    . شودريزي خطي براي آن استفاده ميمتداول برنامه

تضـميني بـراي بهينـه بـودن جـواب بـه         چنـين هم. هر پارامتر است احتمال تاريخي براي برآورد مناسب تابع توزيع

ريـزي  در برنامـه  . كنـد د و تنها  دلگرمي نسبي براي تصـميم گيرنـده ايجـاد مـي    رود ندادست آمده در عمل نيز وج

داشـته باشـد و كـران پـاييني بـراي  احتمـال        وجـود در برقراري قيدها نيز   ممكن است عدم قطعيت خطي تصادفي 

  .قيد زير جايگزين شود )1( مسالهخطي در  به عنوان مثال به جاي قيد.  ]8[ برقراري هر  قيد در نظر گرفته شود

( ) ,
n

i ij j i i
j

g x P a x b α
=

 
= ≤ ≥  

 
∑

1

 

≥iαكه در آن  ≤� حالت كلي در توجه داشته باشيد كه  .شودو مقدار آن توسط تصميم گيرنده مشخص مي  1

)تابع احتمال  )
1

n

i ij j i
j

g x P a x b
=

 
= ≤  

 
توليد  مسالهها حتي ممكن است و در برخي حالت هخطي بودغير  ∑

  .     نيستدر اكثر موارد ساده  يمسايلچنين حل  و محدب نباشد شده 

براي برآورد تابع توزيع  كافي و قابل اعتماد هاي تاريخي داده ،در بسياري از مواردلازم به يادآوري است كه 

هـايي را   عمـلاً داده هاي ثبت شده در يك منطقه خاص تعداد آتشفشان ،به عنوان مثال. وجود ندارداحتمال مناسب 

هاي همـراه هوشـمند و    به عنوان نمونه ديگر،  ميزان تقاضا براي كالاهاي با طول عمر كم مانند تلفن. كندتوليد نمي

هـاي   ياد محصولات و رقابت شديد بين توليدكنندگان، از قبل معلوم نبوده و حتي دادهزها، با توجه به تنوع تاپلپ

تقاضـاي  احتمـال ميـزان    تـوان بـراي بـرآورد تـابع توزيـع       را نمـي  وجـود در بـازار  مشابه مموجود براي محصولات 

در برخـي  . اي ممكن است به نتايج بسيار گمراه كننـده منجـر شـود   حصول جديد استفاده كرد و چنين سواستفادهم

ي مقاومت يـك  مانند بررس(هاي  بسيار پرهزينه نياز دارد موارد ديگر، جمع آوري داده و ثبت مشاهدات به آزمون

مانند بررسـي  (نيز وجود ندارد آوري داده جمعو امكان  انجام آزمون حتي  ديگر،و در برخي ) سازه در برابر زلزله

يكي از راهكارها اسـتفاده از نظـر    ،در چنين مواردي. )آنمقاومت يك پل ساخته شده در برابر نيروي وارد شده بر 

  . كنندبيان مي شانبر اساس شواهد و مستندات موجود و تجربياتنظرشان را كه  متخصصين حوزه مربوطه است

و يـا   ]9[ اسـتفاده از روش دلفـي  . هـاي مختلفـي طراحـي شـده اسـت      براي استفاده از نظر متخصص، ديـدگاه 
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ليو نظريـه   ،2007در سال . ها استاز جمله آن ]12-11[شافر-چنين نظريه دمپسترو هم ]10[ استفاده از نظريه امكان

يك ديدگاه رياضي مبتني بـر  اين نظريه  .]14[ تر كردآن را كامل 2011و در سال  ]13[ عدم قطعيت را مطرح كرد

، نظر يك متخصـص  برنامه توليد مسالهدر  به عنوان نمونه.  است بندي استنتاج انسانبراي مدل چهار اصل موضوعه

  .تواند چنين باشدمي)  c1(فروش محصول اول در بازار  زص به دست آمده المقدار سود خادر مورد 

هم چنين صد در صـد بـاور داردكـه ايـن     . نيست واحد پولي 120از بيشتر  c1مقدارصد در صد باور دارد كه 

، ممكـن اسـت   120و  80بين   c1قرار داشتن مقدار ولي نظر او براي ميزان باور . واحد پولي است 80مقدار حداقل 

به عبارت ديگر، باور اين كـه  . است 25/0 واحد پولي است 90حداكثر  c1مقدارباور او بر اين كه « :چنين بيان شود

      ».است 75/0 واحد پولي باشد 90بيش از  ممكن است c1سود خالص مقدار

چنـين  . آورد )1(ريـزي توليـد   برنامـه  مسـاله توان تعبيرهاي مناسبي نيز براي عدم قطعيت ساير پارامترهـاي  مي

اي براي فروش آن در بازار وجود نـدارد و بنـابراين اسـتفاده از    اظهار نظري براي محصولاتي خواهد بود كه تجربه

توان در قالب متغير غيرقطعي خطي بيان چنين رويكردي را مي. ريزي خطي تصادفي نيز معقولانه نخواهد بودبرنامه

  ).مراجعه كنيد 2براي توضيح بيشتر در مورد متغير غيرقطعي خطي به بخش (كرد 

بـه عنـوان مثـال برقـراري     . برقراري برخـي از قيـدها الزامـي اسـت     ،توجه داشته باشيد كه در يك برنامه توليد

قيدهاي مربوط به مقدار مواد اوليه اسـتفاده شـده در توليـد محصـولات ممكـن اسـت الزامـي باشـد، در حـالي كـه           

محصـول  يك ، حداكثر مقدار تقاضا براي چنينهم. قيدها همراه با عدم قطعيت مطرح شود برقراري برخي ديگر از

iمثلا(د كرو به صورت يك قيد بيان  توان به صورت  كران بالا براي آن متغير در نظر گرفتمي را خاص ix u≤ .(

، )غيرقطعـي اسـت  iuمتغير (با توجه به اين كه ميزان تقاضا براي يك محصول جديد نيز يك متغير غيرقطعي است 

را چنان حل كنيم كـه   مساله قيد نيز با قطعيت  امكان پذير نخواهد بود و ممكن است بخواهيمبنابراين برقراري اين 

 .نباشد تر كم)  95/0 مثلا(از حد معيني  يباور به برقراري چنين قيد

كه نظريه عدم قطعيت در مقابل نظريه احتمـال قـرار نـدارد و     اين است توجه داشتنكته مهمي كه بايد به آن 

ي هـاي ثبـت شـده    شود كه داده نظريه احتمال زماني استفاده مي. حوزه استفاده از اين دو نظريه كاملاً متفاوت است

ه عـدم  در غير اين صورت، نظري ـ. وجود دارد مسالهمناسب پارامترهاي احتمال قابل اعتماد براي برآورد تابع توزيع 

با وجـود عمـر كمـي كـه ايـن نظريـه دارد، در       . است مسالهقطعيت يك الگوي رياضي مناسب براي بررسي و حل 

  ]16[ كنترل بهينـه  ، ]15[ يعلوم اقتصاد ،به عنوان نمونه. هاي كاربردي جالبي به كار گرفته شده است مسالهعلوم و 

 هـاي  مسـاله چنـين در   هـم . هايي هستند كه نظريه عدم قطعيت به كار گرفتـه شـده اسـت    زمينه  ]17[ و تحليل ريسك

 ]20[ جريـان بيشـينه   مسـاله و   ]19[ پوشـش راسـي   مسـاله  ، ]18[ ترين مسـير كوتاه مسالهتركيبياتي مانند  سازيبهينه

   . استفاده شده است

. كنـيم مـي  مطالعهغيرقطعي با ديدگاه مطرح شده توسط ليو  ريزي خطي را در محيط برنامه مسالهدر اين مقاله 

كـرده و نظريـه دوگـاني     بررسـي را  هر دو مدلوجود جواب براي  شرايطدو مدل مختلف غيرقطعي معرفي كرده، 

هـاي  هـا، در مـورد ارتبـاط بـين جـواب     و با استفاده از آن دهيممي توسيع ريزي خطي را  در محيط غيرقطعي  برنامه

لازم به ذكر است كـه در  . كنيمهاي ساده توصيف مي نتايج به دست آمده را در مثال .كنيممدل بحث ميشدني دو 
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 ينسازي غيرقطعي منتشر شده است و ايـن مقالـه اول ـ  هاي بهينهمسالهحال حاضر تنها كلياتي از يك مدل كلي براي 

  .ريزي خطي غيرقطعي  استبا تاكيد بر برنامه حوزهكار تحليلي در اين 

 3بخـش . پـردازد به مرور مختصر از نظريه عدم قطعيت مـي  2 بخش. اين مقاله در چند بخش تنظيم شده است

مفهـوم جـواب شـدني غيرقطعـي و جـواب بهينـه       . كنـد ريزي خطي را مطـرح مـي   مختلف غيرقطعي  برنامه مدلدو 

،  4 در بخـش . شـود بررسـي مـي   شـدني و بهينـه   هاي غيرقطعي به وضوح تعريف شده و شرايط وجود چنين جواب

ريزي غيرخطـي در هـر دو مـدل بيـان شـده و      برنامه مسالهدوگان شده  و مطرح قطعي نظريه دوگاني در محيط غير

مثـال سـاده را شـامل     دو  5 بخـش   .هاي شدني و بهينه دو مدل بررسـي شـده اسـت   هاي بين جواببرخي از ارتباط

را  مقالـه ه در دنتايج بـه دسـت آم ـ   بندي  جمع ،بخش پاياني. كنندهاي به دست آمده را توصيف مي است كه نتيجه

  . كندمي ارايهو پيشنهاداتي براي ادامه تحقيق در اين زمينه را  شودشامل مي
 

  نظريه عدم قطعيت 2

 خواننـده را بـه   ،براي مطالعه جزييات. شود عدم قطعيت بيان ميهاي نظريه  ها و قضيه در اين بخش، بعضي از مفهوم

  . دهيمارجاع مي  ]21[

گويند هرگاه  Γرا يك جبر روي Γهاي از زيرمجموعه L  گردايه. استمجموعه ناتهي يك  Γفرض كنيد 

 .برقرار باشند زير سه شرط

1. LΓ ∈ . 

Cگاه  آن  Λاگر  .2 LΛ ∈.  

,,اگر  .3 n LΛ … Λ   در اين صورت 1∋

 .
n

i
i

L
=

Λ ∈
1
∪  

  يعني . برقرار باشد  iΛ شود هرگاه شرط سوم به ازاي تعداد شمارا ناميده مي Γجبر روي -σيك  Lگردايه 

.i
i

L
∞

=

Λ ∈
1
∪  

)در اين صورت . در نظر بگيريد Γجبر روي -σرا يك  Lگردايه   ),LΓ  و هـر   پـذير  فضاي اندازهرا يك

LΛ هـاي بـاز    جبري كه شامل همـه بـازه  -σترين كوچك .گويند پيشامدپذير يا يك  را يك مجموعه اندازه ∋

R باشد، جبر بورل ناميده شده و باBهر. شود نشان داده ميB ∈B  تـابع  .را مجموعه بورل گوينـدMرويL را

 .صدق كند زير  چهار اصل موضوعه ويند هرگاه درگ تابع اندازه پذير غيرقطعييك 

}يعني. برابر يك است Γاندازه غيرقطعي مجموعه) نرمال بودن: (1 اصل موضوعه }M Γ = 1. 

}يمردا Λبراي هر پيشامد ) دوگاني: (2 اصل موضوعه } { }cM MΛ + Λ = 1. 

,براي هر مجموعه شمارا از پيشامدهاي) زيرجمعي: ( 3 موضوعهاصل  ,Λ Λ …1 2 ،  

{ }  .i
i

i
i

M M
∞

=

∞

=

 Λ ≤ Λ 
 

∑∪
11
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)سه تايي  ), ,L MΓ 22[توسـط ليـو معرفـي شـد     2009اندازه متغيـر ضـربي در سـال    . را فضاي غيرقطعي گويند[ .

)فرض كنيد  ), ,k k kL MΓ  و, ,  k = …1 Γ. فضاهاي غيرقطعي باشند 2 = Γ ×Γ ×⋯1 يك مجموعه از تمامي  2

)هاي مرتب  چندتايي ), ,γ γ …1 2 kاست كه در آن    kγ ∈Γ.  پـذير در  يك ابرمستطيل انـدازهΓ    مجموعـه اي بـه

Λ شكل  = Λ × Λ ×⋯1 kاست كه در آن   2 kLΛ هـاي  جبـر شـامل تمـامي ابرمسـتطيل    -σتـرين  كوچـك . ∋

  .شودحاصل ضرب به صورت زير تعريف مي موضوعه حال اصل. نامندجبر  ضربي مي-σرا  Γ پذير اندازه

)فضاهاي عدم قطعيت) ضرب حاصل: ( 4 اصل موضوعه ), ,k k kL MΓ    و, ,k = …1 . ا در نظر بگيريدر 2

  در رابطه Mضربي  اندازه غيرقطعي حاصل

{ }  .k k kk
k

M M
∞ ∞

=
=

 Λ = ∧ Λ 
 
∏ 1

1

 

kكه در آن.صدق كند  kLΛ ∈ .  

. نظريه احتمال و نظريـه عـدم قطعيـت اسـت     تمايزمحل  در نظريه احتمال وجود ندارد و اين اصل 4اصل موضوعه 

محدود شود، نتـايج مربـوط بـه ايـن اصـل در نظريـه عـدم قطعيـت و نظريـه           1وقتي تعداد فضاهاي عدم قطعيت به 

اندازه غيرقطعي بـه عنـوان   لازم به ذكر است كه . احتمال يكسان خواهد بود، در حالي كه تفسيرهاي متفاوتي دارند

هـاي شخصـي يـك فـرد مجـرب، تعبيـر و تفسـير         ها و تجربـه  بر اساس مشاهده ،رخ دادن يك پيشامد باور بهميزان 

و تغيير شخص متخصص، ميزان باور بر وقوع يك پيشامد نيـز   زماني و مكاني تغيير شرايط ممكن است با . شود مي

  .ند بودباور تغيير نكرده است، نتايج به دست آمده قابل استفاده خواه تابعبنابراين تا زماني كه  .تغيير كند

)تابع  ): .f LΓ →R شود هر گـاه بـه ازاي هـر مجموعـه بـورل       گفته مي پذير اندازهB  ازR  تصـوير ،

)يعني  .باشد Lجبر -σعضوي از  fمعكوس تابع  ) ( ){ }:f B f B Lγ γ− = ∈ -تـابع پيوسـته و   هايابعت. 1∋

)تابع از فضاي غيرقطعييك  ξ متغير غيرقطعي. پذير هستند هايي از توابع اندازه يكنوا نمونه هاي ), ,L MΓ   بـه

R است طوري كه براي هر مجموعه بورلB ازRمجموعه ، ( ){ | }x x Bξ∈ ∈R به عبارت . يك پيشامد باشد

) پذير غيرقطعي روي فضاي غيرقطعي ، يك تابع اندازهξديگر متغير غيرقطعي  ), ,L MΓ  است .  

xبـراي هـر    ϕ توزيع غيرقطعيتابع ،  ξبراي متغير غيرقطعي ∈R    بـه صـورت( ) { }x M xϕ ξ= ≤ 

در ادامـه،  . نـد  ا انواع گوناگوني از متغيرهـاي غيرقطعـي بـر حسـب نـوع تـابع توزيـع تعريـف شـده         . شود تعريف مي

تـابع  نامنـد هرگـاه    خطيرا  ξ متغير غيرقطعـي . شوند اند بيان مي استفاده شده مقالهمتغيرهاي غيرقطعي كه در اين 

 توزيع غيرقطعي آن به صورت 

( )
.

if x a

x a
x if a x b

b a
if x b

ϕ

≤
 −= ≤ ≤ −

>

�

1

  

)متغير غيرقطعي خطي را با . باشد ),L a b رسم شده  1در شكل  غيرقطعي خطي تابع توزيعنمودار . دهند نشان مي

)گويند و با  زيگزاگرا  ξمتغير غيرقطعي   .است ), ,Z a b c توزيع غيرقطعي آن به  تابع دهند هرگاه نشان مي

 صورت

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

3.
3.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
13

 ]
 

                             6 / 25

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.3.3.5
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1398-en.html


( ) ( )

( )

if x a

x a
if a x b

b a
x

x c b
if b x c

c b

if x c

ϕ


 − ≤ ≤

−=  + − ≤ ≤
 −



�

2

2
2

1

  

اي  متغير غيرقطعي زيگزاگدار نمونه

  .است به صورت زيرتوزيع غيرقطعي اين متغير 

( )
.

if x c
x

if x c
ϕ

≤
=  >

�

1
  

)هـايي كـه در رابطـه     )xϕ< <� صـدق   1

lim  
x

ϕ
→−∞

)و    )lim
x

xϕ
→+∞

= صدق  1

اگـر حـوزه    .توزيع غيرقطعي منظم هستند

محدود كنيم در اين صورت تابع توزيع غيرقطعـي  

] بـه  زيـر  را به صـورت  , گسـترش   �1[

( ) ( ) ( )lim , lim .
α α

ϕ ϕ α ϕ ϕ α− − − −

↓ ↑
= =

�
�

1 1 1 11  

( ) (ϕ α α α− = − توزيع  و تابع است 1+

( ) ( )
( ) (

 α α

α α

a b if

b c if
ϕ α−  − + <=  − + − ≥

1 1 2 2 0 5
2 2 2 1 0 5

ϕ α   توزيـع  هـاي نمـودار تـابع   .اسـت 

  ، ٢٧-٥١)    ١٣٩٥(   ٥٠  
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.

if x a

if a x b

if b x c

if x c

≤

≤ ≤

≤ ≤

>
  .رسم شده است 2 در شكل نيز توزيع غيرقطعي زيگزاگ

  
  اي  متغير غيرقطعي خطينمودار نمونه

 
دار نمونهنمو.  2شكل   

cξمتغير غيرقطعي به صورت  توزيع غيرقطعي اين متغير تابع . نامند ثابترا  ≡

(ϕ شـود هرگـاه نسـبت بـه      ناميـده مـي   منظمx    هـايي كـه در رابطـه

)  علاوه بر اين، بايد در شرايط. شدكنند، پيوسته و صعودي اكيد با )lim  xϕ = �

توزيع غيرقطعي منظم هستندهاي تابعهايي از  ثابت نمونه و هاي غيرقطعي خطي، زيگزاگ

) غيرقطعي منظم )xϕ  روي مجموعه( ),� 1 محدود كنيم در اين صورت تابع توزيع غيرقطعـي    

)روي بازه ),� )توان دامنه البته مي. داردوجود  1 )ϕ α−1 را به صـورت

( )lim , lim .
α α

ϕ ϕ α ϕ ϕ α− − − −

↓ ↑
= =1 1 1 1

1
1

)خطي معكوس توزيع غيرقطعي  ).L a b  صورتبه( ) a bϕ α α α= − +1

) زيگزاگ ). .Z a b c  به صورت  

)
α α /

α α / ,

a b if

b c if

α
α

− + <
− + − ≥
1 2 2 0 5

2 2 2 1 0 5
 

) غيرقطعـي معكـوس ثابـت     توزيـع تـابع  چنين  ) cϕ α− =1

   .ندانشان داده شده 4و  3 هايخطي و زيگزاگ در شكل


	��ت   ����   � � 
،   � �ن��ر�د� � ����

توزيع غيرقطعي زيگزاگتابع نمودار . باشد

نمودار نمونه.  1شكل

  

متغير غيرقطعي به صورت 

  

)توزيع غيرقطعـي   )xϕ

كنند، پيوسته و صعودي اكيد با مي

هاي غيرقطعي خطي، زيگزاگ توزيع. كند

غيرقطعي منظم  توزيع تابعمقادير 

)معكوس  )ϕ α−1 روي بازه

 .داد

توزيع غيرقطعي تابع 

زيگزاگمعكوس غيرقطعي 

چنين  هم. شود محاسبه مي

خطي و زيگزاگ در شكل معكوس غيرقطعي
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  غيرقطعي معكوس خطيتابع توزيع  .3شكل 

  
  تابع توزيع غيرقطعي معكوس زيگزاگ .4شكل 

  

,غيرقطعي  متغيرهاي , , nξ ξ ξ…1 ,هاي بورل  گويند هرگاه براي مجموعه مستقلرا  2 , , nB B B…1   داشته باشيم 2

{ }
, ,

.i i n

n

i i
i

i
M B M Bξ ξ

=
= …

 ∈ = ∧ ∈ 
 
∩ 1

1

  

  

} گويند هر گاه نامنفيرا  ξغيرقطعي غيرمت }M ξ < =� � } گويند هرگاه مثبتو    }M ξ ≥ =� 1 بـه طـور   .   

  .دنشوغيرقطعي نامثبت و منفي نيز تعريف مي متغيرهايمشابه 

 .كند اساسي و پركاربرد نظريه عدم قطعيت را بيان مي هايخاصيتيكي از  يقضيه بعد

,فرض كنيد  )]21[ 2-1قضيه( .1 قضيه , , nξ ξ ξ…1 را يـك تـابع    fعلاوه بر ايـن  . متغيرهاي غيرقطعي هستند 2

)در اين صورت تابع . مقدار در نظر بگيريد-پذير حقيقي اندازه ), ,, nf ξ ξ ξ…1  .يك متغير غيرقطعي استنيز  2

. وجـود نـدارد   غيرقطعـي  متغيـر يك  توزيع غيرقطعي براي تابع در عمل هيچ روش مشخصي براي به دست آوردن 

توزيـع غيرقطعـي   تـابع  ، مستقيم  تابع توزيع غيرقطعـي  كند تا در شرايط خاص، بدون دانستن كمك مي يقضيه بعد

 .معكوس آن را به دست آوريم

,فـرض كنيـد   ) ]21[ 2-8قضـيه ( .2 قضيه , , nξ ξ ξ…1 هـاي   توزيـع  بـا متغيرهـاي غيرقطعـي مسـتقل بـه ترتيـب       2

ــنظم   ــي مـ ,غيرقطعـ , , nϕ ϕ ϕ…1 ــتند 2 ــابع  . هسـ ــر تـ ــر     fاگـ ــورت متغيـ ــن صـ ــد در ايـ ــد باشـ ــعودي اكيـ صـ

( ), , , nfξ ξ ξ ξ= …1  توزيع غيرقطعي معكوس  باغيرقطعي  2

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,nfα ϕ α ϕ α ϕ α− − − −Ψ = …1 1 1 1
1 2  

  . است

nξ، متغير غيرقطعي 2هاي قضيه فرض با .1 نتيجه ξ ξ ξ= + + +⋯1  توزيع غيرقطعي معكوس  تابع  2

( ) ( ) ( ) ( ) ,nα ϕ α ϕ α ϕ α− − − −Ψ = + + +⋯1 1 1 1
1 2   

.داردرا   

به يك متغير غيرقطعي است كه  رياضي هاي اساسي و مهم نظريه عدم قطعيت، مفهوم اميد يكي از مفهوم

  .شود تعريف مي صورت زير
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[ ] { } { }
0

0

,E M x dx M x dxξ ξ ξ
+∞

−∞

= ≥ − ≤∫ ∫  

شود كـه اميـد رياضـي متغيـر غيرقطعـي      به راحتي ثابت مي  .ها متناهي باشدكه در آن، بايد حداقل يكي از انتگرال

)خطي  ),L a b  عبارت است ازa b+
2

)و اميد رياضي متغيـر غيرقطعـي زيگـزاگ      ), ,Z a b c نيـز بـه صـورت      

a b c+ +2
4

  .است   

 .كندرا بيان ميغيرقطعي مستقل  يمحاسبه اميد رياضي غيرقطعي  يك تابع  خطي از متغيرها روشقضيه بعدي 

دو متغير غيرقطعي مستقل با اميد رياضي غيرقطعي متنـاهي   ηو  ξفرض كنيد   )]21[ از  2-30 قضيه( .3 قضيه

  در اين صورت . دو عدد حقيقي هستند bوa چنين فرض كنيدهم. هستند

[ ] [ ] [ ].E a b aE bEξ η ξ η+ = +    

 سازي غيرقطعيبهينه  3

را  x. ها متغيرهاي غيرقطعي نيـز وجـود دارنـد، ارايـه كـرد     براي مسايلي كه در آن ]23[سازي غيرقطعي را ليو بهينه

را به  سازي غيرقطعي براي بهينهليو قالب عمومي . را متغير تصميم غيرقطعي در نظر بگيريد ξمتغير تصميم قطعي و 

  .ارايه داده استصورت زير 

( ) ( ){ }, : , , , ,x iMin f x g x i mξ ξ ≤ = …� 1 . 

تـابع  اسـت، بـا ايـن حـال  مقـدار       xمستقل از مقدار متغير قطعـي   ξتوجه داشته باشيد كه تغييرات متغير غيرقطعي 

)هدف  ),f x ξ با توجه به وجود متغير غيرقطعي در ايـن تـابع، مقـدار    . كندبا تغيير مقادير اين دو  متغير؛ تغيير مي

آن را كمينـه   توان مقدارمتداول نميهاي  با روشمحاسبه كرد، و بنابراين    xتوان براي هر مقدار مشخصي را نمي

)تابع اميد غيرقطعي ها، استفاده از يكي از جايگزين .مشخص كرد ),f x ξ    توجه داشته باشيد كـه   .استدر مدل

  . است وابسته xمستقل از متغير غيرقطعي است و مقدار آن تنها به مقدار  ،تابع اينغيرقطعي  رياضي اميد

)هاي چنين محدوديت هم ),ig x ξ ≤ بنابراين معقول اسـت  . كنند را مشخص نمي يخاصيك ناحيه شدني  �

باشـد،  ن تـر  كـم  iα ماننـد   يام از عـدد -i  ها، از ميزان باور اين كه برقراري محـدوديت   كه به جاي اين محدوديت

در ايـن   .گوينـد شـانس مـي   -αچنـين قيـدي را قيـد    . ها عددي بين صفر و يك هسـتند iαاستفاده كنيم كه در آن

  .سازي غيرقطعي به صورت زير استبهينه مسالهصورت يك  مدل  غيرقطعي براي 

)2(  ( ) ( ){ }{ }, : , , ,, .x i iMin E f x M g x i mξ ξ α  ≤ ≥ = …  � 1  

. آن محـدوديت بيشـتر اسـت    يتر باشد، باور به برقـرار  به يك نزديك iαمقداره لازم به يادآوري است كه هر چ 

قضـيه  . برقـرار اسـت   مسالهگاه باور داريم كه اين قيد در جواب نهايي اين  اگر مقدار آن را يك در نظر بگيريم آن

 . كند را به يك تابع هدف قطعي تبديل مي )2( مسالهبعد، تابع هدف غيرقطعي 

)فرض كنيد تابع  )]21[  3-1قضيه( .4 قضيه ), ,, , ng x ξ ξ ξ…1 ,نسبت به متغيرهـاي   2 , , kξ ξ ξ…1 صـعودي   2

,اكيد و نسـبت بـه متغيرهـاي     , ,k k nξ ξ ξ+ + …1 ,عـلاوه بـر ايـن، فـرض كنيـد      . نزولـي اكيـد اسـت    2 , , nξ ξ ξ…1 2 

,هاي غيرقطعي منظم متغيرهاي غيرقطعي مستقل هستند كه به ترتيب توزيع , , nϕ ϕ ϕ…1 در اين صـورت  . را دارند 2

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

3.
3.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
13

 ]
 

                             9 / 25

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.3.3.5
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1398-en.html


 N OPQRS;م  رIJ � (KL �Mا�EF GHر� �BC;D ، ارا@ دو <;ل =;ی; �:9

36 

)غيرقطعي تابع رياضي اميد  ), , , , nf x ξ ξ ξ…1   برابر است با 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ). . . .  , , , , , , ,  .n k k nE f x f x dξ ξ ξ φ α φ α φ α φ α φ α α− − − − −
+ … = … − … −  ∫

1
1 1 1 1 1

1 2 1 2 1
0

1 1  

)قضيه بعد يك قيد معادل براي ){ },i iM g x ξ α≤ دهد كه يك ناحيه شدني مشخص وابسته به  ارايه مي �≤

  .كند را توصيف مي iαمقدار 

)فرض كنيد تابع ) ]21[  3-2قضيه( .5 قضيه ), ,, , ng x ξ ξ ξ…1 ,نسبت به متغيرهاي  2 , , kξ ξ ξ…1 صعودي  2

,اكيد و نسبت به متغيرهاي  , ,k k nξ ξ ξ+ + …1 ,علاوه بر اين، فرض كنيد . نزولي اكيد است 2 , , nξ ξ ξ…1 2 

,هاي غيرقطعي منظم  متغيرهاي غيرقطعي مستقل هستند كه به ترتيب توزيع , , nϕ ϕ ϕ…1 در اين صورت . را دارند 2

)نامساوي  ){ }.M g x ξ α≤  ر  برقرار است اگر و تنها اگ �≤

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , .k k ng x ϕ α ϕ α ϕ α ϕ α− − − −
+… − … − ≤1 1 1 1

1 1 1 1 � . 

  

 ريزي خطي غير قطعي برنامه 3-1

و مفاهيم مربوط  سازي غيرقطعي،، به عنوان حالت خاصي از بهينهقطعيريزي خطي غير برنامه مسالهدر اين بخش 

  . را در نظر بگيريد )1( ريزي خطي در شكل قطعي برنامه مسالهابتدا  . كنيمرا تعريف ميبه آن 

  .شودزير توليد مي مسالهرا با متغيرهاي غيرقطعي جايگزين كنيم  مسالهاگر پارامترهاي اين 

)3(  : , , , , , ,, .
n n

x j j ij j i j
j j

Min x x i m x j nζ ξ β
= =

  ≤ = … ≥ = … 
  
∑ ∑ �

1 1

1 1  

, كه در آن ,j ij iζ ξ β غيرقطعي منظم  توزيعهاي تابعبا  مستقل متغيرهاي غيرقطعي , ,j ij iϕ φ ψ  و , ,j n= …1  

  , ,i m= ,  براي مساله گيري نامنفيتصميم هايمتغير jx بوده و  1… ,j n=  . هستند  1…

است و بنابراين بـا توجـه بـه علامـت آن،      يك عدد حقيقي  )1( مسالهتوجه داشته باشيد كه هر يك از پارامترهاي 

به عنوان مثال، فـرض  . است نسبت به آن متغير صعودي يا نزولي مسالهتوان نشان داد كه تابع هدف و يا قيدهاي  مي

cكنيد  =1 )متغير غيرقطعي  ،هرگاه به جاي آن. 4 ),Lζ =1 2 نسبت   مسالهگاه تابع هدف را جايگزين كنيم آن 6

cبـه طـور مشـابه اگـر     . به اين متغير غيرقطعي صعودي خواهد بود = −1 )بـا متغيـر غيرقطعـي      4 ),Lζ = − −2 6 2  

تـابع نسـبت بـه يـك     البته ممكن اسـت  . گاه تابع هدف نسبت به اين متغير غيرقطعي نزولي استجايگزين شود، آن

cفرض كنيد  به عنوان مثال. متغير يكنوا نباشد =1 )با متغيـر غيرقطعـي   4 ),Lζ = −3 2 در ايـن  . جـايگزين شـود   6

ريـزي   ريه برنامـه ظتوسعه ن.   طعي نه صعودي اكيد است و نه نزولي اكيدغيرقصورت تابع هدف نسبت به اين متغير 

. اي ندارددر اين خصوص نتايج قابل ملاحظهت قطعيعدمغيرخطي در چنين حالتي بسيار دشوار بوده و هنوز نظريه 

بنابراين، فرض اساسـي مـا در   . شودعملي و كاربردي به ندرت مشاهده مي هايمسالهچنين حالتي در  ،اين علاوه بر

 .    افتدمتغيرهاي غيرقطعي اتفاق نمياين مقاله اين است كه چنين حالتي براي 

 . گيريمقطعي در نظر ميمتغيرهاي غير بارههاي  زير را در در ادامه فرض

  .تمامي متغيرهاي غيرقطعي مستقل و منظم هستند .1 فرض 
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}مجموعه انديس  . 2 فرض }, ,J n=   .شودبه دو زيرمجموعه زير افراز مي 1…

 { :J j+ = {و  jζ } يك متغير غيرقطعي نامنفي است :J j− =  .} jζ  يك متغير غيرقطعي منفي است

}مجموعه انديس .  3فرض  }, ,I m=   .شودبه دو زيرمجموعه زير افراز مي 1…

 { :I i+ = {و  iβ } يك متغير غيرقطعي نامنفي است :I i− =  .} iβ  يك متغير غيرقطعي منفي است

  .شوند دو مجموعه انديس  زير تعريف مي iبراي هر انديس   . 4فرض  

 { :iJ j+ = {و  ijξ } يك متغير غيرقطعي نامنفي است :iJ j− =  .} ijξ  يك متغير غيرقطعي منفي است

 .كنيمو ارتباط بين اين دو مدل را بررسي مي كردهتعريف  ) 3( مسالهغيرقطعي متناظر با  متفاوتحال دو مدل 

  

 مدل  غيرقطعي نوع اول 3-2

 سازي مستقيم آن وجود ندارد، اميدبه جاي تابع هدف غيرقطعي كه امكان كمينه ،نوع اولغيرقطعي در مدل 

سازي غيرقطعي معرفي بهينه مسالهاين مدل حالت خاصي از شكل عمومي . دهيمآن را قرار مي غيرقطعي رياضي

  .شده توسط ليو است

)4(  { }[ : ,] , , , , , , .
n n

x j j ij j i i j
j j

Min E x M x i m x j nξ ξ β α
= =

  ≤ ≥ = … ≥ = … 
  
∑ ∑

1 1

1 1�  

خطي هستند و شكل  مسالهاست كه در آن تابع هدف و قيدهاي  ]21[ از  3-3حالت خاصي از قضيه بعديقضيه 

 .كندرا بيان مي )4( مسالهمعادل قطعي متناظر با 

j, .قطعيتوزيع متغيرهاي غير هاي؛ فرض كنيد تابع 4و 3و  1هاي با برقراري فرض .6 قضيه i jζ ξ وiβ  به ترتيب

j, عبارتند از  ijϕ φ  وiψ . زير معادل است مسالهبا  )4(مسالهدر اين صورت .  

)5(  

   ( ( ) )

. .

           ( ) ( ) ( ),      ,

          ( ) ( ) ( ),           ,

           ,      

i i

i i

x j j
j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

j

Min d x

s t

x x i I

x x i I

x j

ϕ α α

φ α φ α ψ α

φ α φ α ψ α

+ +

+ +

−

∈

− − − +

∈ ∈

− − − −

∈ ∈

+ − ≤ − ∀ ∈

+ − ≤ ∀ ∈

≥ ∀

∑ ∫

∑ ∑

∑ ∑

1
1

1 1 1

1 1 1

1 1

1

�

� , , .n= 1…

 

   ]21[ از 2- 29بنا بر قضيه: اثبات

( ) .jE dξ ϕ α α−  =  ∫
�

1
1   

  دهد كه نشان مي 3چنين تعميمي از قضيه هم

( )
1

1

1 1 0

 .
n n

j j j j
j j

E x d xζ ϕ α α−

= =

   
=   

  
∑ ∑ ∫  

)تابع  علاوه بر اين، ),ig x ξ براي هرi I   به صورت زير است  ∋+
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( ), .
i i

n

i ij ij i ij ij ij ij i
j j J j J

g x x x xξ ξ β ξ ξ β
+ −= ∈ ∈

= − = + − ≤∑ ∑ ∑ �
1

 

) نامساوي  ، 5 بر اساس قضيه هاي قضيه وبر فرضبنا ){ }.i iM g x ξ α≤  . با رابطه زير معادل است �≤

 ( ) ( ) ( ).
i i

ij i j ij i j i i
j J j J

x xφ α φ α ψ α
+ −

− − −

∈ ∈

+ − ≤ −∑ ∑1 1 11 1 . 

iبه طور مشابه، براي   I )شود كه  ، نشان داده مي∋− ){ }.i iM g x ξ α≤  با رابطه  �≤

( ) ( ) ( ).
i i

ij i j ij i j i i
j J j J

x xφ α φ α ψ α
+ −

− − −

∈ ∈

+ − ≤∑ ∑1 1 11  

  .شودبه اين ترتيب برهان قضيه كامل مي. معادل است

  

 مدل  غيرقطعي نوع دوم  3-3

 تلقيخطي غيرقطعي برنامه ريزي مسالهگرچه ممكن است  مدل غيرقطعي نوع اول به عنوان يك جايگزين مناسب 

هـاي  در  اين مدل، تمام ديدگاه.  ولي در حالت كلي يك رويكرد خام است ،شود و  در برخي موارد مناسب باشد

خلاصـه   )توزيـع غيرقطعـي ثابـت   ( ايدر توزيـع غيرقطعـي تـك نقطـه     ،يك متغير غيرقطعـي  بارهمتخصص دريك 

 هـا استفاده از اميد رياضي غيرقطعي يك نمايش ضعيف از عدم قطعيـت موجـود در داده  به عبارت ديگر، . شود مي

هاي اتخاذ شـده بـا ايـن    دانست، و ممكن است تصميم »يك ديدگاه غيرقطعي واقعي« توان آن رااست و عملا نمي

رود استفاده از عدم قطعيت  ضرايب در تابع هدف به كه انتظار مي يدر حال  .مدل به نتايج مخاطره آميز منجر شود

هم چنان كـه در مـوارد مشـابه     .غيرقطعي اصلي توليد كند مساله،  ساختار بهتري براي توصيف مسالهعنوان قيد در 

ثابت شده است كه چنين رويكري همـاهنگي   ]24[ پرتفوي ماليسازي  نهيبه مسالهريزي تصادفي، مثلا در در برنامه

  .  ]25[ دبيشتري با واقعيت دار

كـه تـابع   در اين مـدل بـه جـاي آن    .شودمدل غيرقطعي نوع دوم تعريف ميبر اساس آنچه بيان شد، در ادامه 

ين تر كمو  ) tمثلا (شود  آن جايگزين شود، كران بالايي براي آن در نظر گرفته مي غيرقطعي هدف با اميد رياضي

يك مقـدار   حداقل از ،كرانداري تابع هدف به اين مقدار بر باور ميزان  كنيم كه مقدار اين كران را چنان  تعيين مي

  .اين مدل به صورت زير است. نباشد تر كم αاز پيش تعيين شده 

)6(  | , , , , , , , , .
n n

x j j ij j i i j
j j

Min t M x t M x i m x j nζ α ξ β α
= =

         ≤ ≥ ≤ ≥ = … ≥ = …     
        
∑ ∑ �

1 1

1 1  

 .كندمي ارايهرا   )6( دل قطعي با مدلاقضيه بعدي شكل مع

  . زير معادل است مسالهبا  )6( مساله 4-1هاي با فرض .7 قضيه
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)7( 

   

. .

           ( ) ( ) ,                      

          ( ) ( ) ( ),           ,

          ( ) ( )

i i

i

x

j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i
j J

Min t

s t

x x t

x x i I

x x

ϕ α ϕ α

φ α φ α ψ α

φ α φ α ψ

+ −

+ +

+

− −

∈ ∈

− − − +

∈ ∈

− − −

∈

+ − ≤

+ − ≤ − ∀ ∈

+ − ≤

∑ ∑

∑ ∑

∑

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1 ( ),                ,

           ,      , , .
i

i
j J

j

i I

x j n

α
+

−

∈

∀ ∈

≥ =

∑

1� …

 

هاي قيـد . دنمدل  وجود دار اينسري قيد در  سه. قطعي ندارد، متغير غير)7( توجه كنيد كه تابع هدف مدل. اثبات

-ثابـت مـي   هاآنارزي هم ،هستند و بنابراين با استدلالي مشابه )5( مسالهدقيقاً قيدهاي موجود در و سوم سري دوم 

   .شودجزييات آن صرف نظر ميبيان از قيد اول نيز مشابه است و ارزي هماثبات . شود

گاه جواب شدني بهينه داشته باشد آن مسالهاگر اين . در بهينگي است )7( مسالهنكته مهم ديگر، شكل معادل 

معادلي ساخت كـه در صـورت وجـود ، جـواب      مسالهتوان بنابر اين مي. فعال خواهد بود در بهينگي مسالهقيد اول 

عليـرغم بـديهي    . اين موضـوع در قضـيه بعـدي بيـان شـده اسـت      . ها با هم برابر باشندبهينه و مقدار جواب بهينه آن

  . كندبودن، اين قضيه يك نتيجه مهم را بيان مي

  .قطعي زير را در نظر بگيريدريزي خطي غيربرنامه مساله . 8قضيه 

)8(  

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ),         ,                     

          ( ) ( ) ( ),      

i i

i i

x j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

Min x x

s t

x x i I

x x

ϕ α ϕ α

φ α φ α ψ α

φ α φ α ψ α

+ −

+ +

+ +

− −

∈ ∈

− − − +

∈ ∈

− − −

∈ ∈

+ −

+ − ≤ − ∀ ∈

+ − ≤

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1           ,

          ,      , , .j

i I

x j n

−∀ ∈

≥ = 1� …

 

  .هاي بهينه يكسان دارندجواب) در صورت وجود( )8( و )7(ريزي خطيهاي  برنامهمساله

-ريزي خطي با تابع هـدف كمينـه  برنامه مسالهيادآوري اين نكته مهم است كه مدل غيرقطعي نوع دوم براي  

ريـزي خطـي   برنامـه  مساله سازي باشد، تابع هدفبيشينه  مسالهدر صورتي كه تابع هدف . سازي طراحي شده است

  . كندمتناظر را بيان ميطعي ريزي خطي قبرنامه مسالهقضيه بعدي تابع هدف . متفاوت خواهد بود قطعي

  . ريزي خطي  غيرقطعي  زير را در نظر بگيريدبرنامه مساله . 9قضيه 

)9(  : , , , , , , .,  
n n

x j j ij j i j
j j

Max x x i m x j nζ ξ β
= =

  ≤ = … ≥ = … 
  
∑ ∑ �

1 1

1 1  

  :عبارت است از  )9( مسالهمدل غيرقطعي نوع دوم متناظر با 
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)10(  

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ),         ,                     

          ( ) ( ) ( ),      

i i

i i

x j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

Min x x

s t

x x i I

x x

ϕ α ϕ α

φ α φ α ψ α

φ α φ α ψ α

+ −

+ +

+ +

− −

∈ ∈

− − − +

∈ ∈

− − −

∈ ∈

− +

+ − ≤ − ∀ ∈

+ − ≤

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1           ,

          ,      , , .j

i I

x j n

−∀ ∈

≥ = 1� …

 

به صورت  مسالهتابع هدف  ،)9( مسالهطراحي مدل غير قطعي نوع دوم براي  هنگام، )7( همانند مدل .اثبات

  . شودمي  )7( است در حالي كه قيد زير جايگزين قيد اول در مدل  �سازي بيشينه

.
n

j j
j

M x tζ α
=

  ≥ ≥ 
  
∑

1

 

  ير معادل استز نامساوي،  قيد بالا با 2بر اصل موضوعه بنا

.
n

j j
j

M x tζ α
=

  ≤ ≥ − 
  
∑

1

1  

  . شود، حكم نتيجه مي7 و  6هاي برهاني مشابه قضيهبا 

mα راي راحتي فرض كنيد تمامي مقادير باور با هـم برابـر هسـتند يعنـي    بدر ادامه،  α α α= = = =1 2 ⋯ . 

)توجه داشته باشيد كه براي هر مقدار ),α ∈ � جواب شدني و يا جـواب بهينـه    )7( و ) 5( هايمسالهممكن است  1

ــه. دننداشــته باشــ ــه  دو مفهــوم  ،در ادام ــيمتعريــف مــيدر محــيط غيرقطعــي را جــواب شــدني و جــواب بهين   . كن

هـا  ايـن تعريـف   .نيـز بيـان كـرد   در هر قيد باور متمايز مقدار توان  براي حالت كلي مقادير هاي مشابه را مي تعريف

  .شوندمي ارايهريزي خطي غيرقطعي به صورت زير برنامه مسالهبراي اولين بار در 

)براي مقداري از )5( مسالهاگر   .1 تعريف ),α ∈ � -α )3( مسـاله گـاه گـوييم   جواب شدني داشـته باشـد آن   1

جـواب   مسـاله هرگاه اين . ناميمغيرقطعي نوع اول ميشدني -αو جواب  متناظر را  استشدني غيرقطعي نوع اول 

پايـه نيـز باشـد     ،اگر اين جـواب . ناميممي) 3( مسالهبهينه غيرقطعي  نوع اول  -αرا جواب بهينه نيز داشته باشد آن 

 . ناميمپايه غيرقطعي نوع اول مي) بهينهجواب -α(جواب شدني -αآن را 

)براي مقداري از  )7( مسالهاگر   .2 تعريف ),α ∈ � -α)3( مسـاله گـاه گـوييم    جواب شدني داشته باشـد آن  1

جـواب   مسالههرگاه اين . ناميمغيرقطعي نوع دوم ميشدني -αو جواب  متناظر را  استشدني غيرقطعي نوع دوم 

اگر ايـن جـواب پايـه نيـز باشـد      . ناميممي )3( مسالهبهينه غيرقطعي  نوع دوم  -αرا جواب بهينه نيز داشته باشد آن 

 . ناميمپايه غيرقطعي نوع دوم مي) بهينهجواب -α(جواب شدني -αآن را 

هاي شدني الي كه ناحيهحدر  .است )8(مسالهناحيه شدني  زيرمجموعه )7( مسالهتوجه داشته باشيد كه ناحيه شدني 

)يك براي  )7( مسالهاگر . يكسان هستند )8(و ) 5( مسالهدو  ),α ∈ �  )5( مسالهگاه جواب شدني داشته باشد آن 1

  .كندت را مطرح مييقضيه بعدي اين واقع. جواب شدني دارد،  αبه ازاي همان مقدار نيز  ) )8( مساله در نتيجه و(

شدني -αاگر و فقط اگر استشدني غيرقطعي نوع دوم -α،)3( ريزي خطي غيرقطعي برنامه مساله  .10 قضيه
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  .باشدغيرقطعي نوع اول 

در بخش . كافي نيست براي وجود جواب بهينه ريزي خطيبرنامه مسالهيك بودن  واضح است كه شدني

 .كنيمبعدي شرط وجود جواب بهينه را از ديدگاه دوگاني غيرقطعي بررسي مي

  

  براي بررسي ارتباط بين دو مدل غيرقطعي نظريه دوگاني غيرقطعياستفاده از  4

شـود و بـا    دوگـان نيـز تعريـف مـي     مسـاله ريـزي خطـي،    برنامه مسالهيادآوري اين نكته لازم است كه متناظر با هر 

در ايـن بخـش  نظريـه    . شـود اوليه بررسـي مـي   مساله، وجود جواب بهينه و يا بيكراني مسالهاستفاده از دوگان يك 

بـا  ريـزي خطـي غيرقطعـي را     هاي بهينه دو مدل برنامـه  ده و ارتباط بين جواببيان شدوگاني را در محيط غيرقطعي 

  . كنيمبررسي مياستفاده از خواض دوگاني 

  . به صورت زير است )5( مسالهتوان تحقيق كرد كه دوگان   به سادگي مي

)11(  

,

: :

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ) ,         ,   

          ,      , , ,                

          ,      , ,

y s i i i i i i
i I i I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

j

i

Max y y

s t

y y s d j J

x j n

y i

ψ α ψ α

φ α φ α ϕ α α

+ −

+ −

− −

∈ ∈

− − −

∈ ∈

− +

+ − + = ∀ ∈

≥ =

≤ =

∑ ∑

∑ ∑ ∫

1 1

11 1 1

1

1

1

1

�

� …

� … .m

 

:عـلاوه بـر ايـن، نمـاد      .است )5( مسالهام  iان متناظر با قيد گمتغير دو iy ،مسالهر اين د ii j J بـه ايـن معنـي      ∋+

iJدر مجموعـه   jاسـت كـه    iاست كه عملونـد جمـع  روي آن انـديس     تعبيـر مشـابهي نيـز بـراي     . قـرار دارد   +

: ii j J   :عبارت است از )7(ريزي خطي  برنامه مسالهتوان نشان داد كه دوگان  به طور مشابه مي. وجود دارد ∋−

)12( 

,

: :

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ) ,         ,                     

          ( ) ( ) ( )

y s i i i i i i
i I i I

ij i i ij i i j i j
i j I i j I

ij i i ij i i j i j

Max y y

s t

y y y s j J

y y y s

ψ α ψ α

φ α φ α ϕ α

φ α φ α ϕ α

+ −

+ −

− −

∈ ∈

− − − +

∈ ∈

− − −

− +

+ − + + = ∀ ∈

+ − + − +

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1

1 1

�

�

�

: :

,      ,

          ,     , , .

           ,                       , , .

i j I i j I

j

i

j J

y s j n

y i m

+ −

−

∈ ∈

= ∀ ∈

− ≤ ≤ ≥ =

≤ =

∑ ∑

1 1

1
�

�

� � …

� …

 

iبراي iyمتغيرهاي دوگان  ؛ علاوه برمسالهين ادر  I∈  متغير دوگان ،y
�

تعريـف   )7( مسـاله متنـاظر بـا قيـد اول     

,شـود كـه    به راحتي مشاهده مـي  . شده است ,s y y= = =
�

� � . اسـت  )12( مسـاله يـك جـواب شـدني بـراي      �

  .آيددوم به دست مينوع بنابراين نتيجه زير براي مدل غيرقطعي 

  . شدني باشد-αجواب بهينه دارد اگر و فقط اگر  )7(ريزي خطي برنامه مساله  .11قضيه 

  .شوندبه نتيجه مهم زير منجر مي 11و  10هاي قضيه
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  .شدني باشند داده شده،   α براي هاي غيرقطعي نوع اول و دوم جواب بهينه دارند اگر و فقط اگر مدل .2 نتيجه

  . استبه صورت زير ) 8( مسالهدوگان توجه داشته باشيد  كه 

)13(  

,

: :

: :

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ),             ,     

          ( ) ( ) ( ),   

y s i i i i i i
i I i I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

Max y y

s t

y y s j J

y y s

ψ α ψ α

φ α φ α ϕ α

φ α φ α ϕ α

+ −

+ −

+ −

− −

∈ ∈

− − − +

∈ ∈

− − −

∈ ∈

− +

+ − + = ∀ ∈

+ − + = −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1

1 1       ,                     

          s ,      , , ,                

          ,      , , .
j

i

j J

j n

y i m

−∀ ∈

≥ =

≤ =

1

1

� …

� …

  

 )خطـي يـا زيگـزاگ   (بـا تـابع توزيـع غيرقطعـي معكـوس       ξتوان نشان داد كه بـراي متغيـر غيرقطعـي   به راحتي مي

( )jϕ α−1 ،وقتي α /≤ 0 )هاي  نامساوي 5 ) ( )j Eϕ α ξ− )و   1≥ ) ( )j Eϕ α ξ− − ≥1 چنـين  هـم . برقرار هستند 1

αبراي /≥ 0 )، داريم 5 ) ( )j Eϕ α ξ− )و  1≤ ) ( )j Eϕ α ξ− − ≤1 ليرغم ايـن كـه ناحيـه شـدني دو     ع، بنابراين.  1

 مسـاله دو  ايـن بهينـه  تابع هدف مقدار ارتباط مشخصي بين  αبراي مقادير مختلف ، هستنديكسان  )8( و )5( مساله

=αبا اين حال براي . وجود ندارد /0   . برقرار است نتيجه زير 5

=α براي . 3نتيجه  /0   .جواب بهينه يكسان دارند )در صورت وجود(ريزي خطي دو مدل غيرقطعي برنامه 5

)ريزي خطي غيرقطعي براي هرهاي دوگان ضعيف و قوي دو مدل برنامهخاصيت )α ,∈ �  صورت زير بيانبه    1

ها خودداري و از بيان برهان آن ها در حالت عمومي استها مشابه شكل عمومي اين قضيهاثبات آن و شودمي

  .كنيم مي

) براي هر) دوگاني غيرقطعي نوع اول( .12قضيه  )α ,∈ � )، فرض كنيد 1 )x α   مسالهيك جواب شدني  

)و   )5( ) ( )( ),y sα α  در اين صورت رابطه زير برقرار است. است) 11( مسالهيك جواب شدني  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α  α .
n

i i i i j j
ji I i I

y y d xψ α ψ α ϕ α α α
+ −

− − −

=∈ ∈

 
− + ≤  

 
∑ ∑ ∑ ∫

�

1
1 1 1

1

1  

  .بهينه نيز باشند شدني، ه اين دو جوابكتساوي زماني برقرار است 

)براي هر  )غيرقطعي نوع دومدوگاني ( .13قضيه  )α ,∈ � )، فرض كنيد 1 )x α   مسالهيك جواب شدني 

)و )7( ) ( )( ),y sα α  در اين صورت رابطه زير برقرار است. است) 12(مسالهيك جواب شدني  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α  α ( ) ( ) .i i i i j j j j
i I i I j J j J

y y x xψ α ψ α ϕ α α ϕ α α
+ − + −

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈

− + ≤ + −∑ ∑ ∑ ∑1 1 1 11 1  

  .باشند شدني، بهينه نيز تساوي زماني برقرار است كه اين دو جواب

از بيان  ،به با شكل عمومي آناو با توجه به تش توان براي هر دو مدل بيان كردقضيه مكمل لنگي را نيز مي

  . كنيمجزييات خودداري مي
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  توصيفي هايمثال  5

نتايج عـددي بـه    .كنيممثال ساده توصيف مي دوهاي قبلي را با در اين بخش، نتايج تحليلي به دست آمده در بخش

ابتـدا حـالتي    .هاي خوشبينانه و بدبينانه مقايسه كردتوان با نتايج حاصل از ديدگاهآمده در هر  دو مدل را ميدست 

مورد نظر بيشـينه سـازي سـود     مسالهبه عنوان مثال اگر . را در نظر بگيريد كه متغير غيرقطعي مورد نظر نامنفي است

اشد كه سود حاصـل از توليـد يكـي از  محصـولات در     حاصل از توليد چند محصول باشد و نظر متخصص بر اين ب

)بازار يك متغير غيرقطعي با توزيع غيرقطعي خطـي   ),L 4 تـرين  ديـدگاه، ضـريب متغيـر     اسـت؛ در خوشـبينانه    8

8مورد نظر در تابع هدف را عدد  در حالي كـه اميـد رياضـي     .گيريمدر نظر مي 4ترين ديدگاه عددو در بدبينانه  

به طور مشـابه، اگـر نظـر    ). مدل غير قطعي نوع اول(گيرد را در نظر مي 6مقدار  غيرقطعيغيرقطعي براي اين متغير 

يـك  ) مقـادير سـمت راسـت قيـدها    (ليـد  هاي تومتخصص در مورد مقدار در دسترس يكي از منابع مربوط به نهاده

)زيگزاگ غيرقطعي متغير غيرقطعي با توزيع  ), ,Z 1 2 ترين ديدگاه مقدار منبـع مـورد نظـر را    باشد، در خوشبينانه  5

گيريم در حالي كه اميدرياضي غيرقطعي، مقدار موجودي آن  منبع در نظر مي 1ترين ديدگاه آن را و در بدبينانه 5

5را 
2

اگر متغير غيرقطعي مورد نظر مربوط به ميزان  منبـع اسـتفاده شـده در توليـد      ،به  طور متناظر. گيرددر نظر مي 

و به صـورت متغيـر   ) ضريب يكي از متغيرهاي تصميم در سمت راست يكي از قيدها(يك واحد از  محصول باشد 

)غيرقطعي خطي  ),L 6 و در   6 مسـاله تـرين ديـدگاه مقـدار ضـريب مـورد نظـر را در       بيان شود، در خوشـبينانه    9

  .  گيريمدر نظر مي 9ترين حالت بدبينانه

هاي خوشـبينانه و  دگاهيدر صورتي كه متغير غيرقطعي مورد نظر منفي باشد، مقادير در نظر گرفته شده براي د

مثـال، اگـر ضـريب يكـي از متغيرهـاي      بـه عنـوان   . اهـد بـود  متغير غيرقطعي مثبت خوبدبينانه دقيقا بر عكس حالت 

,تصميم در تابع هدف، يك متغير غيرقطعي زيگزاگ با تابع توزيع   ,Z
 − − − 
 

74 3
2

تـرين  باشـد،  در خوشـبينانه   

در مـدل غيرقطعـي نـوع     در حـالي كـه   ،گيريمدر نظر مي 3−ترين ديدگاه و در بدبينانه  4−ديدگاه مقدار آن را 

− ؛اميدرياضي غيرقطعي آن اول،  7
2

  . شودجايگزين مي 

  . زير را در نظر بگيريد ريزي خطي غيرقطعيبرنامه مساله .1مثال 

)14(  

   

. .

         ,                 

         ,                              

         ,                

         , , .

Min x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

ζ ζ ζ

ξ ξ ξ β
ξ ξ ξ β
ξ ξ ξ β

+ +

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

1 2 3 �

 

هـا را متغيرهـاي غيرقطعـي زيگـزاگ در     يك بار تمامي متغيرهاي غيرقطعي را خطي و يك بار نيز آن مسالهدر اين 

عليرغم آن كه نـوع متغيرهـا متفـاوت     .آمده است 2و 1هاي تغيرهاي غيرقطعي در جدولاطلاعات م. گيريمنظر مي
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متغيـر   ،بـه عنـوان مثـال   . يكسـان اسـت   متخصـص در هـر دو نـوع متغيـر غيرقطعـي      از ديدگاهاست ولي بازه نهايي 

)غيرقطعي خطي  ),Lζ =1 1 )با متغير غيرقطعي زيگزاگ  5 ), ,Zζ =1 1 2 5 جايگزين شده اسـت و بـه ايـن معنـي      

بـازه محـدود    متخصص تنهـا بـه ابتـدا و انتهـاي     اطلاعات فراهم شده توسطدر متغير غيرقطعي زيگزاگ، است كه 

اميد رياضي متغيرهاي غيرقطعي ضـرايب تـابع    .هاي داخل بازه هم فراهم شده استداده برايو اطلاعاتي شود نمي

هاي غيرقطعي نوع اول و دوم  براي مقـادير متفـاوت مقـدار   نتايج مربوط به مدل .آمده است 3هدف نيز در جدول 

α   مقدار . آمده است 7تا  4هاي  در جدولα    در بـازه    1/0 ها بـه طـور گسسـته بـا فاصـله     مسالهدر تمامي[ ],� 1 

   اندانتخاب شده
  

  1متغيرهاي غيرقطعي خطي مثال .   1جدول 

( ),Lζ =3 3 8  ( ),Lζ = − −2 4 3  ( ),Lζ =1 1 5  

( ),Lξ =13 7 8  ( ),Lξ =12 6 9  ( ),Lξ =11 5 7  

( ),Lξ =23 2 5  ( ),Lξ =22 5 8  ( ),Lξ = − −21 20 16  

( ),Lξ =33 12 14  ( ),Lξ =32 5 6  ( ),Lξ =31 4 7  

( ),Lβ = �3 3  ( ),Lβ = − −2 5 2  ( ),Lβ =1 4 6  

  

  1متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ مثال  . 2جدول 

( ), ,Zζ =3 3 5 8  , ,Zζ  = − − − 
 

2
74 3
2

 ( ), ,Zζ =1 1 2 5  

, ,Zξ  =  
 

13
297 8
4

 ( ), ,Zξ =12 6 7 9  , ,Zξ  =  
 

11
135 7
2

 

( ), ,Zξ =23 2 3 5  ( ), ,Zξ =22 5 7 8  ( ), ,Zξ = − − −21 20 19 16  

, ,Zξ  =  
 

33
5112 14
4

 , ,Zξ  =  
 

32
235 6
4

   , ,Zξ  
 
 

=31
134 7
2

 

( ), ,Zβ = �3 1 3  ( ), ,Zβ = − − −2 5 4 2  , ,Zβ  =  
 

1
94 6
2
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  .1اميد رياضي غير قطعي ضرايب تابع هدف مثال   .3جدول 

( ), ,Zζ =3 3 5 8
 

, ,Zζ  = − − − 
 

2
74 3
2

 ( ), ,Zζ =1 1 2 5  ( ),Lζ =3 3 8  ( ),Lζ = − −2 4 3  ( ),Lζ =1 1 5  
متغير 

 غيرقطعي

25/5  5/3-  5/2  5/5  5/3-  3 

اميد 

رياضي 

 غيرقطعي

  

   .1ريزي خطي غيرقطعي نوع اول با متغيرهاي غيرقطعي خطي در مثال نتايج محاسبات براي برنامه . 4جدول 

α   ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

2200/0 مقدار تابع هدف  2875/0  3419/0  3852/0  4189/0  4443/0  4627/0  

نشدني است مساله  
 مقدار متغيرهاي

 تصميم

4000/0  3597/0  3211/0  2842/0  2489/0  2152/0  1830/0  

2800/0  2262/0  1775/0  1335/0  0937/0  0575/0  0247/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

  .1ريزي خطي غيرقطعي نوع دوم با متغيرهاي غيرقطعي خطي در مثال نتايج محاسبات براي برنامه . 5جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

0099/0 ∘∘∘∘/∘ ∘∘∘∘/∘ مقدار تابع هدف  1846/0   3287/0   4443/0   5334/0   

نشدني است مساله  
 متغيرهايمقدار 

 تصميم

3722/0   3514/0   3211/0   2842/0   2489/0   2152/0   1830/0   

1681/0   1811/0   1775/0   1335/0   0937/0   0575/0   0247/0   

0065/0  0029/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

  .1غيرقطعي زيگزاگ در مثال ريزي خطي غيرقطعي نوع اول با متغيرهاي نتايج محاسبات براي برنامه .6جدول 

α   ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

2864/0 مقدار تابع هدف  3958/0  4870/0  5552/0  

  نشدني است مساله
 متغيرهاي  مقدار

 تصميم

3182/0  2918/0  2660/0  2411/0  

1455/0  0946/0  0509/0  0136/0  

∘/∘∘∘∘ ∘/∘∘∘∘ ∘/∘∘∘∘ ∘/∘∘∘∘ 

 
 .1ريزي خطي غيرقطعي نوع دوم با متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ در مثال نتايج محاسبات براي برنامه .7جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

3727/0 مقدار تابع هدف  4483/0  4983/0 3 5284/0  

  نشدني است مساله
 متغيرهاي  مقدار

 تصميم

3182/0  2918/0  2660/0  2411/0  

1455/0  0946/0  0509/0  0136/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

شود ملاحظه مي 5و 4هاي از جدول . حل شده است Linprogو دستور  MATLABافزار با استفاده از نرم هامساله

αو خطـي  قطعي براي متغيـر غيرقطعـي   هاي بهينه هر دو مدل غيركه جواب / , , /  = …0 2 0 يكسـان هسـتند، در     6

αحالي كه تنها براي  /= 0 5 عـلاوه بـر   .  نيز بيان شده است 3اين شهود در نتيجه . مقدار تابع هدف يكسان دارند  

سـتند؛ متفـاوت   هاي بهينه هر دو مدل، وقتي متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ هستند، يكسان هآن، در حالي كه جواب

شـده توسـط متخصـص، كـه بـا       ارايههمجنين افزايش اطلاعات . شودبودن مقادير تابع هدف به وضوح مشاهده مي
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با متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ بيان شده است، تاثير عكـس در شـدني بـودن     خطي جايگزيني متغيرهاي غيرقطعي

αها براي مدل / , / , /  = 0 4 0 5 0   . دارد 6

در هـر دو نـوع    مسـاله ايـن    αشـود، بـراي مقـادير  كوچـك     كه از نتايج به دست آمده مشاهده ميچنان هم

ايـن واقعيـت بـه    . هر  دو مدل نشدني هستند  αغيرقطعي اول و دوم، شدني  است در حالي كه براي مقادير بزرگتر 

توجيه رياضـي ايـن   . شودبه جواب شدني منجر مي  αي  قيدها براي مقادير كوچك رااين معني است كه باور برقر

و بنـابرين شـدني    ،شـود ، ناحيه شدني كـوچكتر و كـوچكتر مـي    αبه اين صورت است كه با افزايش مقدار  مساله

در هـر دو مـدل    αصعودي بودن مقدار تابع هدف بر حسب  . شودتضمين نمي  αمقادير بزرگتر براي  مسالهبودن 

  . نيز با اين واقعيت تطابق دارد

  .ترين ديدگاه به صورت زير استمورد نظر در خوشبينانه مساله

)15(  

   

. .

           ,                 

          ,                              

          ,                

          , , .

Min x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

− +

+ + ≤
− + + ≤ −

+ + ≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3

5 6 7 6
16 5 2 5

4 5 12 3
�

 

  .زير را خواهيم داشت مسالهترين حالت نيز در بدبينانه

)16(  

   

. .

           ,                 

          ,                              

          ,                

          , , .

Min x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

− +

+ + ≤
− + + ≤ −

+ + ≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 4 8

7 9 8 4
20 8 5 2

7 6 14 1
�

 

αبراي  هاي غيرقطعينتايج مدل /= 0 مقايسه  8هاي خوشبينانه و بدبينانه در جدول با نتايج حاصل از ديدگاه 3

  . اندشده
 .1هاي خوشبينانه و بدبينانه در مثال هاي قطعي با ديدگاهمقايسه نتايج حاصل از مدل .8جدول 

  مدل خوشبينانه  مدل بدبينانه

غيرقطعي نوع دوم با 

متعيرهاي غيرقطعي 

  زيگزاگ

غيرقطعي نوع اول با 

متعيرهاي غيرقطعي 

  زيگزاگ

نوع دوم  غيرقطعي

با متعيرهاي 

  غيرقطعي خطي

غيرقطعي نوع اول 

با متعيرهاي 

  غيرقطعي خطي

  ديدگاه

5284/0  -44/0  نشدني است مساله  5552/0  1846/0  3852/0  
مقدار تابع 

  هدف

  

ديدگاه بدبينانه نشدني اسـت و  جـواب شـدني وقتـي توليـد       در  مسالهشود، چنان كه در اين جدول مشاهده ميهم

0/در اين صورت مقدار تابع هدف. دحداقل يك باش β3 شود كه مقدار مي نتايج حاصل  ،علاوه بر اين .است  5

. تـر اسـت  از مدل غيرقطعي نوع دوم در هر دو حالت متغير غيرقطعي خطي و زيگزاگ به حالت خوشبينانه نزديـك 
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هـاي غيرقطعـي بـا متغيرهـاي  غيرقطعـي      هاي غيرقطعي با متغيرهاي  غيرقطعي خطي نسـبت بـه  مـدل   چنين  مدلهم

   . كنندتوليد مي تري رازيگزاگ نتايج خوشبينانه

)هاي وجود داشته باشند كـه بـراي تمـامي مقـادير     در عمل ممكن است نمونه )α ,∈ � مثـال  . شـدني باشـند   1

جواب شدني نوع اول و دوم را دارد و بنا بر ايـن    αطراحي شده براي تمامي مقادير  مسالهدهد كه بعدي نشان مي

  .  وجود دارد مسالهبراي هر سطح اطمينان، جواب بهينه براي 

سـود حاصـل از    مسـاله تـابع هـدف ايـن    . دگيريبريزي توليد تعدادي محصول را در نظر يك مدل برنامه  .2مثال 

دهد، سمت راست قيدها نشان دهنده مقـادير منـابع موجـود مـورد  اسـتفاده  در طـرح       توليد محصولات را نشان مي

توليد است و ضرايب متغيرهاي تصميم در سمت چپ قيدها  بيانگر ميزان مقـادير اسـتفاده شـده از هـر منبـع بـراي       

  . توليد هر واحد از محصول هستند

)17( 

   

. .

         ,                 

         ,                              

         ,                

         , , .

Max x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

ζ ζ ζ

ξ ξ ξ β
ξ ξ ξ β
ξ ξ ξ β

+ +

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

1 2 3 �

 

  

تمـامي  ابتـدا   . ، تمامي متغيرهاي غيرقطعي اين مثال نامنفي هستندمسالهلازم به يادآوري است كه با توجه به طبيعت 

 .بيان شده است 9ها در جدول هاي آنداده كه گيريمدر نظر ميخطي متغيرهاي غيرقطعي را  مسالهاين  پارامترهاي

نتـايج حاصـل از حـل ايـن      .دهدزيگزاگ هستند را نشان مي هاكه همه آن مسالهنيز متغيرهاي غيرقطعي  10جدول 

بـا هـر دو    مسـاله چنين نتايح حل هم. اندخلاصه شده  12و  11هاي براي متغيرهاي غيرقطعي خطي در جدول مساله

  .شوندمشاهده مي14و  13هاي مدل غيرقطعي با متغيرهاي زيگزاگ  در جدول
  

  2متغيرهاي غيرقطعي خطي مثال   .9جدول 

( ),Lζ =3 3 8  ( ),Lζ = − −2 4 3  ( ),Lζ =1 1 5  

( ),Lξ =13 7 8  ( ),Lξ =12 6 9  ( ),Lξ =11 5 7  

( ),Lξ =23 2 5  ( ),Lξ =22 5 8  ( ),Lξ =21 16 20  

( ),Lξ =33 12 14  ( ),Lξ =32 5 6  ( ),Lξ =31 4 7  

( ),Lβ = �3 3  ( ),Lβ =2 2 5  ( ),Lβ =1 4 6  

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

3.
3.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
13

 ]
 

                            21 / 25

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.3.3.5
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1398-en.html


 N OPQRS;م  رIJ � (KL �Mا�EF GHر� �BC;D ، ارا@ دو <;ل =;ی; �:9

48 

  2متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ مثال  .10جدول 

( ), ,Zζ =3 3 5 8  , ,Zζ  =  
 

2
73 4
2

 ( ), ,Zζ =1 1 2 5  

, ,Zξ  =  
 

13
297 8
4

 ( ), ,Zξ =12 6 7 9  , ,Zξ  =  
 

11
135 7
2

 

( ), ,Zξ =23 2 3 5  ( ), ,Zξ =22 5 7 8  ( ), ,Zξ =21 16 19 20  

, ,Zξ  =  
 

33
5112 14
4

 , ,Zξ  =  
 

32
235 6
4

   , ,Zξ  
 
 

=31
134 7
2

 

( ), ,Zβ = �3 1 3  ( ), ,Zβ =2 2 4 5  , ,Zβ  =  
 

1
94 6
2

 

  

  .2ريزي خطي غيرقطعي نوع اول با متغيرهاي غيرقطعي خطي در مثال نتايج محاسبات براي برنامه .11جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 

 هدف
1333/2  9289/1  7500/1  5849/1  4259/1  2727/1  1250/1  9825/0  8448/0  7119/0  5833/0  

مقدار 

 متغيرهاي

 تصميم

1667/0  1500/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

4667/0  4225/0  5000/0  4528/0  4074/0  3636/0  3214/0  2807/0  2414/0  2034/0  1667/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

  .2ريزي خطي غيرقطعي نوع دوم با متغيرهاي غيرقطعي خطي در مثال نتايج محاسبات براي برنامه .12جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 

 هدف
7000/2  3380/2  0132/2 7216/1  4667/1  2727/1  0929/1  9263/0  7224/0  6305/0  5000/0  

مقدار 

 متغيرهاي

 تصميم

1667/0  1500/0  1351/0  1216/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
4667/0  4225/0  3805/0  3404/0  4074/0  3636/0  3214/0  2807/0  2414/0  2034/0  1667/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

  .2مثال  ريزي خطي غيرقطعي نوع اول با متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ درنتايج محاسبات براي برنامه .13جدول 

α   1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

8000/2 مقدار تابع هدف  5146/2  2453/2  9908/1  7500/1  5217/1  4483/1  3761/1  3051/1  2353/1  1667/1  

 تصميم مقدار متغيرهاي

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

8000/0  7184/0  6415/0  5688/0  5000/0  4348/0  4138/0  3932/0  3729/0  3529/0  3333/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
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  .2زيگزاگ در مثال ريزي خطي غيرقطعي نوع دوم با متغيرهاي غيرقطعي نتايج محاسبات براي برنامه .14جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 

 هدف
5000/3  9456/2  4649/2  1046/2  8000/1  5217/1  4069/1  2974/1  1932/1  0941/1  0000/1  

مقدار 

 متغيرهاي

 تصميم

1667/0  1448/0  1261/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

6667/0  5919/0  5225/0  5688/0  5000/0  4348/0  4138/0  3932/0  3729/0  3529/0  3333/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  

]در بـازه   αبراي تمامي مقـادير   مسالهشود، هر دو مدل غيرقطعي متناظر اين چنان كه مشاهده ميهم ],� 1 شـدني    

بـه عنـوان   . متفاوت هسـتند  αعلاوه بر اين، متغيرهاي پايه براي مقادير مختلف . بوده و بنا بر اين جواب بهينه دارند

بـراي   x2 و x1 ، متغيرهـاي )14جـدول  (نوع دوم با متغيرهاي زيگزاگ  غيرقطعي ريزي خطيبرنامه مسالهمثال، در 

αمقادير  , / , /= 0 1 0 αمثبت هستند، در حالي كه براي مقادير  �2 /≥ 0 3 x2 تنهـا متغيـر تصـميم       .مثبـت اسـت    

  .شودهاي ديگر نيز مشاهده ميمشابه همين وضعيت در جدول

  :هاي متناظر با ديدگاه خوشبينانه و بدبينانه به ترتيب عبارتند ازمساله 

)18(   

   

. .

           ,                 

          ,                              

          ,                

          , , .

Max x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

+ +

+ + ≤
+ + ≤

+ + ≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 5 8

5 6 7 6
16 5 2 5
4 5 12 2

�

 

   

)19(  

   

. .

           ,                 

          ,                              

          ,                

          , , .

Max x x x

s t

x x x

x x x

x x x

x x x

+ +

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 3

7 9 8 4
20 8 5 2
7 6 14 1

�

  

  

αبراي  مقدار  11شده در جدول  ارايههمان جواب بهينه  )18( مسالهجواب بهينه  =   1667/3با مقدار تابع هدف  �

αبراي11شده در جدول  ارايههمان جواب بهينه  )19( مسالهو جواب بهينه  =  .و با همان مقدار تابع هدف است 1

αتـر مقادير كوچكتوجه كنيد كه نتيجه حاصل از مدل غيرقطعي نوع اول براي  بـه مقـدار تـابع هـدف بهينـه در        

تـر  به مقدار تابع هدف بهينه ديدگاه خوشـبينانه نزديـك   αتر و براي مقادير بزرگ تر استديدگاه بدبينانه نزديك

شـده   ارايـه  مسـاله كـه   با توجه به اين.  استدر مدل غيرقطعي نوع دوم، اين هماهنگي وضعيت بيشتر مشهود . است

  .    دار نيستمعني مسالهدر آن  اينشدني هستند، چنين مقايسه αتر براي مقادير بزرگ 1در مثال 
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شـود كـه بـا انقبـاض ناحيـه      به وضوح مشـاهده مـي   13-11مقدار تابع هدف در هر چهار جدول بودن نزولي 

شده توسط متخصـص  در مـورد    ارايهعلاوه بر اين، افزايش اطلاعات . پذير استتوجيه  α شدني با افزايش مقدار 

بـه افـزايش مقـدار تـابع     ) جايگزيني متغيرهاي غيرقطعي خطي با متغيرهاي غيرقطعي زيگزاگ(متغيرهاي غيرقطعي 

همـين وضـعيت در   . شـود قطعـي منجـر مـي   در هر دو مدل غير) ود غيرقطعي مورد انتظار طرح توليدس( هدف بهينه 

شود و نه ايرادي را بيان البته اين خصوصيت در حالت كلي نه يك مزيت محسوب مي. شودنيز مشاهده مي 1مثال  

   . كندمي

  

  بنديجمع  6

منظور از محـيط غيرقطعـي ايـن اسـت     .  ريزي خطي در محيط غيرقطعي مطالعه شده استبرنامه مسالهدر اين مقاله 

. توسط متخصص به صورت يك متغير غيرقطعي بر طبق نظريه عدم قطعيت فراهم شـده اسـت   مسالهكه پارامترهاي 

نتـايج بـه     .ه اسـت هاي بين دو مـدل بررسـي شـد   شده و برخي از ارتباط ارايهريزي خطي غيرقطعي  دو مدل برنامه

در اين مثال بـه شـكل گسسـته در    αتغييرات مقدار باور . دست آمده در دو مثال ساده به تصوير كشيده شده است

. پيوسته باشد يك مسير تحقيق جذاب  استαبراي حالتي كه تغييرات  هامدلرفتار  بررسي. نظر گرفته شده است

در نظـر  ) يا فقط زيگزاگ خطي فقط (به طور يكنواخت از يك نوع  مساله يهاهرچند متغيرهاي غيرقطعي در مثال

-حفظ شـده و مـي   مسالهاند، ولي كليت باور براي قيدهاي مختلف يكسان فرض شدهدرجه اند و مقدار گرفته شده

نـوع ديگـر ماننـد متغيـر غيرقطعـي نرمـال و        توان نتايج را براي حالتي كه متغيرهـاي غيرقطعـي مخلـوط بـوده يـا از     

مدل بـراي  دو تعميم اين . باور براي قيدها متفاوت باشند، تعميم داددرجه ؛ و يا مقدار  ]21[نرمال هستند–لگاريتمي

توانـد از  هـاي درجـه دو  محـدب نيـز مـي     مسـاله ريزي خطي صحيح و مخلوط و هـم چنـين بـراي    هاي برنامهمساله

  .ديگر باشدمسيرهاي تحقيقاتي 

  

  سپاسگزاري

، تشـكر و  نـد كرد ارايـه هاي مفيدي بدين وسيله از داوران محترم كه در غناي اين مقاله و رفع ايرادات آن راهنمايي

  .نماييمقدرداني مي

  

  منابع

عمليـات در  مجلـه تحقيـق در    .ريـزي خطـي فـازي   هاي سيمپلكس فازي براي حل مسـايل برنامـه   روش). 1390( ،.ه  .س ،ناصري] 5[
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