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  1394اسفند  20 :رسید مقاله

  1395مرداد  1 :پذیرش مقاله

  
  چکیده

تشـکیل  گـر   و سـازش  جـو  سـتیزه که از دو دسته افراد  پردازیم می اي جامعهبه مطالعه دینامیک تکاملی  در این مقاله
بـا یکـدیگر   هاي اقتصادي هستند که دو بـه دو بـه طـور تصـادفی      افراد همان بنگاه ،ین مدل از بازيدر ا. است شده

عـددي از  هـاي مت  تکامـل در دوره  و هسـتند  رفتار ثابتی داراي البته افراد در طول بازي ؛دهندتبادلات مالی انجام می
ي تکـاملی در زمـان گسسـته ارایـه     خطـی پیوسـته را بـراي ایـن بـاز     یـک عملگـر غیر  . افتـد  میزمان بین افراد اتفاق 

در نهایـت   کـه  دهـیم  میدست آوردن نقطه تعادلی این عملگر بیان و نشان ه براي برا  ریاضی لازم روابط. دهیم می
  .رود هاي اقتصادي از بین می مالکیت بنگاه

  
  .توزیع ثروت ،نقطه تعادلی عملگر غیرخطی، ،بازارهاي تصادفی دوگانه ،بازي تکاملی :کلمات کلیدي

  
  

  مقدمه 1
ي مسـتقیمی   ها رابطه ند و موفقیت و شکست این استراتژيدو استراتژي مجزا دارجامعه متشکل از افرادي است که 

دینـامیکی بـراي رسـیدن بـه     نظریه بازي تکاملی به دنبـال سـاختن   ]. 1[ هاي اقتصادي خواهد داشت با موفقیت بنگاه
ک یافتن ی ـ .]2-5[ باشد می گیتو لا هاي تکاملی، دینامیک ریپلیکیتور ترین دینامیک معروف و رفتار تعادلی است

 بـه دنبـال   و کنـد   عمـل مـی  به صورت سـازمانی   از دو دسته افراد تشکیل شده و که استراتژي مناسب در یک بازي
بـا   هـایی  بـازي  در نظـر گـرفتن   ،رویکرد معمول در این زمینه .]6[هاست  بازينیز نوع دیگري از این  دباش میتعادل 

فناوري ریزآرایه یک ابزار تحلیلی  .شوند ا میادل نش همگرعهایی به ت که با دینامیکاست ی استراتژي تعداد متناه
بـا یکـدیگر    به طور همزمـان  که اي بازیکن را در جامعهها هزار  توان ده است که به کمک آن می دیگري کوچک

                                                             
 دار مکاتباتعهده  

   hnavidi@gmail.com:آدرس الکترونیکی
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هـاي مختلفـی از فیزیـک     هـا و مـدل   روش دانشـمندان  هـاي اخیـر   در سـال ]. 7[مورد کاوش قرار داد برخورد دارند
اي ه ـ مـدل  ].8-9[ انـد  تـه کـار گرف ه ب ـ هاي واقعی مشاهده شـده در اقتصـاد   داده در آمیزي موفقیت ربه طو را آماري

کلی لازم به ذکر است کـه بازارهـا بـه     از نگاه. کار گرفته شده استه ب ثروتهاي  مختلفی براي تفسیر منشا توزیع
هـر لحظـه بـه    هـاي اقتصـادي در    یـل اینکـه تعـداد نـامعینی از بنگـاه     شوند به دل طور ذاتی تصادفی در نظر گرفته می

مالی بین گر تبادل  هاي اقتصادي که بیان این نوع از مدل. شوند با یکدیگر وارد معامله میبینی  صورت غیرقابل پیش
به این ترتیب براي تفسیر انـواع  ]. 10[ شوند شناخته می مانندگاز هاي ي تصادفی هستند اغلب به صورت مدلبازارها

از طرف . پیشنهاد شده است مانندگازهاي  اي اقتصادي، انواع مختلفی از مدله مختلفی از رفتارهاي آماري در مدل
دو  بـه تر شبیه ذرات گاز به صـورت کـاملا تصـادفی و دو    هاي اقتصادي که بیش بنگاهگر توزیع نمایی براي تعبیر دی

وجـود دارد و    اي ل ملاحظـه در کنار این رویکرد یک ادبیات قاب ـ ].11-13[ شود ه میتفکار گره تبادل مالی دارند ب
با دو  هاي براي بازياین مقاله  .]14-19[است هایی با عملگرهاي غیرخطی  هاي تکاملی بازي گسترش دینامیک آن

 باشند ثروت با یکدیگر در حال رقابت می دست آوردنه براي ب هستند وهاي اقتصادي  نوع بازیکن که همان بنگاه
گـر   جو و سـازش  متشکل از دو نوع افراد ستیزهاي که  کنترل تکامل توزیع ثروت جامعهبراي خطی یک عملگر غیر

جو را از جامعـه   وقتی افراد ستیزه .گیرد ، در نظر میکنند خود را تقسیم میدو دارایی  دوبه و طور تصادفی به واست 
کارهـاي اخیـر    .]15[ شـود  اسـت حاصـل مـی    حالت خاصی از مدل ارایه شـده  کهتوزیع ثروت نمایی  حذف کنیم

تـر در   و این موضوع کـم  در نظر گرفته استبا یک استراتژي از یک نوع و  را هاي اقتصادي بنگاه ]14-16[ ویژه به
 از بازیکنـان  در نظر گرفتن دو نوع بـازیکن کـه هرنـوع    توسیع کارهاي قبلی و با این مقاله با. شود واقعیت دیده می

  .  آورد ددست خواهه تعادل بازي را ب عملگر متناسب با این بازي را ارایه داده و استراتژي خاص خود را دارند
هـاي   خطـی بـراي بـازي   در بخش دوم به معرفـی مـدل غیر   .ودش مقاله به صورت زیر سازماندهی می ،در ادامه

خواهیم کـرد و در بخـش    هاي ریاضی عملگر را بیان در بخش سوم ویژگی .پردازیم میجمعیتی با دو نوع بازیکن 
گیـري نیـز در بخـش پـنجم بیـان       در نهایـت نتیجـه   .خطی ارایه شده اسـت هایی براي تشریح عملگر غیر چهارم مثال
  .خواهد شد

  
  غیرخطی مدل 2

تصـادفی  شـان را دوبـه دو بـه طـور      گر پـول  جو و سازش هاي اقتصادي که در دو دسته ستیزه هیک مجموعه از بنگا
ها را بیـان کنـیم در    قبل از اینکه حالت .گیرد ها صورت می سه نوع معامله بین آن .گیریم کنند در نظر می تبادل می

)ها  همه حالت , )  1 هاي اقتصادي و بنگاه( , )i j هـا در زمـان   د و پول اولیه آنشو به طور تصادفی انتخاب می
nام به میزان( , )i jm mشـان در زمـان    د کـه بعـد از تعامـل بـا یکـدیگر پـول      باش میn 1  ام بـه( , )i jm m    تبـدیل

  . شود می
  )گر گر و سازش سازش(بین بازیکنان نوع اول  يها بازي :حالت اول         

)قاعده معاملات را براي هر دوتایی  , )i jm m 13[ توان به صورت زیر نوشت از نوع اول می[:  
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( ),

( )( ),
,    , ,. . ., .

i i j
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m m m

m m m
i j N





  

   

 1

1
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                                                                                        )1(  

xاحتمال داشتن nواحد پول در زمان   1 هـاي  بنگـاه هـاي   ود بـا مجمـوع احتمـالات همـه دوتـایی     برابر خواهد ب 
)اقتصادي , )u v  که این توانایی را دارند به میزانx به عبارت دیگر همه  ،شان تولید کنندتواحد پول بعد از تعاملا

uهایی که در شرط  دوتایی v x  صدق کنند.  
  )جو جو و ستیزه ستیزه( دومبین بازیکنان نوع  يها بازي :حالت دوم         

)قاعده معاملات را براي هر دوتایی  , )i jm m  توان به صورت زیر نوشت می دوماز نوع:  

 )2        (                         
( ),

( )( ),

,    , ,. . ., .

i i j

j i j

m m m c
m m m c
i j N





   

    

 2

1
1 2

  

                                      
cدر این حالت هر تعامل به میزان    جـو تعامـل    جـو بـا یـک سـتیزه     در واقع وقتی یـک سـتیزه  . ینه داردواحد هز

  .رود واحد پول در این بازي از دست می cد به میزان کن می
  )گر جو و سازش ستیزه( سومبین بازیکنان نوع  يها بازي :حالت سوم          

گـر بـه ترتیـب برابـر خواهـد بـود بـا         جـو و سـازش   زهل است با این تفاوت که دارایی ستیحالت اواین حالت همان 
i jm m وبه عبارت دیگر ،:  

)3                     (              
, ,

, ,
, ,..., ,     , ,..., .

i i j

j

m m m i F

m j Y
j N i N

   

  

 1 21 2 1 2
   

  
N1  وN2  گـر  به ترتیب تعداد افراد سـازش  کهاعداد به اندازه کافی بزرگ )Y(  جـو  و سـتیزه )F(  بـا  . باشـد  مـی

)مجموع سه حالت بالا توزیع ثروت اولیه  )p m ز مرحلـه  اعمـال عملگـر غیرخطـی بـر روي آن ا     باn    بـه مرحلـه
n1 یعنی ؛به توزیع تعادلی صفر میل خواهد کرد:  

)4                             (                                     lim ( ( ))n

n
T p m


   

   .ام باشدnتوزیع ثروت جامعه در دوره زمانی  npفرض کنید  .آمده است] 14-16[در  Tگرمنشا عمل
)هاي وع احتمالات همه دوتاییممج , )u v تولیـد  هاي اقتصادي که در تعامل با یکدیگر قادر به از بنگاه x   واحـد

) هاي دوتاییهمه یعنی این ام خواهد بود، n1واحد پول در مرحله  xباشند معادل احتمال وقوع  پول می , )u v

uهاي اول و سوم که در شرط حالت v x   حالـت دوم کـه در شـرط     هـاي  دوتاییو همهu v c x     صـدق
)دوتایی اینکه بنابراین احتمال ؛کنند می , )u v  برابـر  داشـته باشـند  کـه بـا یکـدیگر تعامـل      هـاي اقتصـادي   از بنگـاه

( ) ( )n np u p v  به ازاي هر و تصادفی است  این تعاملات کاملاً واستx   از بازه( , )u v با  ها در همه حالت
)بـراي همـه دوتـایی     xدست آوردن یک مقدار معین ه احتمال ب از این رو  ،تواند رخ دهد می احتمال برابر , )u v 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

3.
5.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
14

 ]
 

                             3 / 10

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.3.5.7
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1403-fa.html


 یک عملگر غیرخطی پیوسته براي بازي تکاملی با زمان گسسته در بازارهاي تصادفی دوگانهکشتکار و همکاران، 

90 

)برابر  ) ( )n np u p v
u v



بـراي بـازي تکـاملی بـا زمـان       را در این صورت یک عملگر غیرخطـی پیوسـته  . خواهد بود 
   :دهیم به صورت زیر ارایه می ،شده استگسسته که ترکیبی از سه حالت گفته 

   

)5(  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )            

( ) ( )

n n

n n n n

u v x u v x c

n n

u v x

p x Tp x
p u p v p u p vdudv dudv
u v u v
p u p v dudv
u v



    

 



 
 




 



1
1 1
3 3

1
3

    

  
 جو ستیزه(، )گر گر و سازش سازش(هاي  به ترتیب مربوط به حالت چپ از سمت انتگرالی جملاتبا توجه به اینکه 

cدر واقع اگر  ،دنباش می )جو ستیزهگر و  سازش(و  )جو ستیزهو    جـو   ارت دیگر تفاوتی بین افراد ستیزهیا به عب
  .حاصل خواهد شد] 14-16[ئل نشویم همان مدل  گر قا سازشو 
  
   عملگرهاي ریاضی  ویژگی 3

  .براي عملگر ارایه شده بیان خواهیم کرد را در ابتدا مفاهیم و تعاریف ریاضی لازم
]در بازه ) هاي ثروت توزیع(از توابع مثبت  L1فضاي  .1تعریف ), 17[ کنیم را معرفی می[  

)6(  [ , ) { :[ , ) { }, }L y R y      1       
  با نرم یک 

)7(  ( )y y x dx


           

]اي از  در حالت خاص، زیرمجموعه , )L 1 یعنی گوي واحد  ؛  
 [ , ),   B y L y   1 1  

  .گیریم را در نظر می
xبراي  .2تعریف    و[ , )y L 1  عملگرT  را بر رويy کنیم  به صورت زیر تعریف می:  

)8(  ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( )
c xS x S

S x

y u y v y u y vT y x dudv dudv
u v u v
y u y v dudv
u v

 
 




 



1 1
3 3
1
3

  

)که  )S x  و( )cS x هاي  ناحیه نمایش دوتایی( , )u v شان تاز تعاملاتوانند بعد  هستند که میx  بـه   .را تولید کننـد
   :عبارت دیگر

( ) {( , ) : , , }S x u v u v u v x     
( ) {( , ) : , , }cS x u v u v u v x c      

د نهایی تعدا) 8(در  تعریف شده Tعملگر ،براي هیچ یک از افراد در بازي وجود نداشته باشد cاگر هزینه تعامل
Tpبه عبارت دیگر  .کند افراد در بازي را حفظ می p 1 کند ثـروت نهـایی سیسـتم حفـظ      و این ایجاب می 
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c فرض برآن است در مدل ارایه شده اما ؛شود   ، ،عملگر که در این صورت T   ی افـراد فعـال در   نهـای تعـداد
Tp  بنابراین  ؛دهند ها دارایی خود را از دست می از آنزیرا تعدادي  ؛کند بازي را حفظ نمی p معتبر است.  

] براي هر .1لم , )y L 1   وc   کنیم ادعا می:  
( ) ( )

c c

y u y vc dudv y
u v

 


 
2  

  :به وضوح داریم :برهان
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

u v c

c c c c

c c c c c c

c

y u y v y u y vc dudv du dv dx
u v u v
y u y v y u y vc dudv c dudv y u du y v dv
u v u v

y u du y

     

     




 

  
 

    

    

     


2 2



  

  ∎      .پس نامساوي در لم معتبر است،چون جمله دوم از سطر اول مثبت است 

]براي هر  .1قضیه , )y L 1  داریم:  
( ) ( )

c c

y u y vy y c dudv
v

T
u

 

 
 

2

 
یعنـی در گـوي    ؛شـود  زمانی حفظ نمـی هاي  د فعال در سیستم اقتصادي در دورهآن بدین معنی است که تعداد افرا

yاگرBواحد B، آنگاهTy B.  
  :توان نوشت می 1با توجه به تعریف   :برهان

                              
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

c x

u v u v c

c c

u v c

c c

S x S

dx

y u y v y u y vdu dv dx du dv dx
u v u v

y u y vy u du y v dv du dv dx
u v

y u y v y u y vTy dudv dudv
u v u v



      

     

 
 
  


 

 


 
 





     

    

 
2 1
3 3
2 1
3 3

2 1
3 3

   

  

                  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ) ( ( ) )

( ) ( ) .

c c
c c

c c

c c

c

c c

c c

y u y vy y u du y v dv c dudv
u v

y u y vy y y x dx y x dx y x dx c dudv
u v

y u y vy y x dx c dudv
u v

y u y vy c dudv
u v

 
 

 


 

 

  


    


  


 


   

    

  

 

2

2 2 2

2 2

2

2 1 1
3 3 3
2 1 2 1 1
3 3 3 3 3

1 1
3 3
1
3

  



   

Ty  چون yy 2 پس Ty 1  1و طبق تعریف، Ty B .                                        ∎   
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گوي واحـد   .2قضیه [ , ),   B y L y   1 1   اگـر  .گیـریم  را در نظـر مـیy B،   بـا فـرض اینکـه    آنگـاه
( ) [ , )ny x L 1 ، 1 ( )( ) ( ) n

nn y xy x Ty x T   یک عملگر نزولی نسبت به نرم یک است.  
  :داریموضوح ه ب 1و قضیه 1لمبا توجه به  :برهان

( ) ( )

c c

y u y vy c dudv
u v

Ty
 

  
 

2   

yTyبنابراین      ∎.برقرار است 2
yفرض کنید  .1نتیجه B یعنی ؛کند یستم به توزیع تعادلی صفر میل میدر این صورت س:  

lim ( ( )) .n

n
T y x


   

 
  عددي هاي مثال 4

  :که دهیم ي عددي درستی بخش قبل را نشان میدر این بخش با شبیه ساز
lim ( )n

n
T p x


    

  :گیریم اي خطی را به صورت زیر در نظر می ک تابع تکهی .1مثال

( )

x

x
p x

x

x







 

 

 


 

1
1 1 24
3 2

4
48





 

 :بنابراین انتظار داریم

lim ( )n

n
T p x


    

)با توجه به اینکه نمودار  )p x به ازاي مقادیر مختلفc بطور مجزا  1در شکل  را ثابت است، نمودار آن
  .ایم آورده

  
)نمودار . 1شکل  )p x  1در مثال   

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

3.
5.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
14

 ]
 

                             6 / 10

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.3.5.7
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1403-fa.html


  87- 96 )1395( 50 ،ي آنکاربردهادر عملیات  در تحقیق مجله   

93 

)نمودارهاي )Tp x  و( )T p x2 طـور کـه دیـده     همـان . ببینیـد  4و  3 ،2هـاي   در شـکل  cرا به ازاي مقادیر مختلف 
 .کند به سمت صفر میل می cشود توزیع ثروت در حالت تعادلی با افزایش مقدار می

  
)از چپ به راست . 2شکل  )Tp x  و( )T p x2 به ازاي c 1  

  

 
)از چپ به راست . 3شکل  )Tp x  و( )T p x2 به ازاي c  3  

 
 

 
)از چپ به راست . 4شکل  )Tp x  و( )T p x2  به ازايc 10  

 
Tترتیب عملگرشود به  مشاهده می 4تا  2هاي  ر که در شکلطو همان )بر روي   )p x  به طور تکراري اثر گذاشـته 

تـري کـاهش    حیـه رنگـی بـا سـرعت بـیش     نا cکه با افزایش مقدار ،دهد ناحیه رنگی را به سمت صفر سوق میو 
   .یابد می
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) تابع .2مثال )p x کنیم را به صورت زیر تعریف می:  

e( )) (xp x x x  
21

3 3 6  

  :بنابراین انتظار داریم
lim ( )n

n
T p x


    

)با توجه به اینکه نمودار  )p x به ازاي مقادیر مختلفc بطور مجزا  5در شکل  را ثابت است، نمودار آن
  .ایم آورده

  
)نمودار . 5شکل  )p x  2در مثال   

  
) نمودارهاي )Tp x  و( )T p x2 کنیم بـا افـزایش    طور که دوباره مشاهده می همان. یدببین  8و  7 ،6هاي  را در شکل

  .دهد تر رخ می ریعحالت تعادلی صفر س cمقدار
 

 
)از چپ به راست . 6شکل  )Tp x  و( )T p x2  به ازايc 1 
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)از چپ به راست . 7شکل  )p x ،( )Tp x  و( )T p x2 به ازاي c  3  

  

 
)از چپ به راست . 8شکل  )Tp x  و( )T p x2  به ازايc 10  

  
گـی رونـد   ناحیـه رن  فوق نیز بـه وضـوح قابـل مشـاهده اسـت و     هاي  ه که در مثال قبل گفته شد در شکلمشابه آنچ

  .گراید کاهشی داشته و به صفر می
  
  گیري  تحلیل و نتیجه 5

که با یکدیگر در بازار دوگانه به طور تصادفی تبـادلات مـالی   اي متشکل از دو نوع افراد  به طور خلاصه در جامعه
د، بر سبب شد این عملگر حافظ نرم نگرددرآن  cپارامترکه  هدارند، یک عملگر غیرخطی پیوسته را معرفی کرد

مبتنـی بـر ایـن    . نقش اصلی را در هدایت نقطه تعادلی این عملگر بـه سـمت صـفر بـازي کـرد      cاین اساس پارامتر
زمـانی  هـاي   در دوره هاي اقتصـادي هسـتند   ت شد مالکیت افراد که همان بنگاهحالت تعادلی از عملگر تکاملی، ثاب

هـا دیـده    در شکلکه  همان طور .هایی را نیز بیان نمودیم مثال ،تر شدر نهایت براي بررسی بی .رود از بین می متعدد
. یـل کـرده اسـت   سطح زیر منحنی به سـمت صـفر م   ،هاي زمانی یع ثروت در دورهشد با اعمال عملگر بر روي توز

 )و پیـرو رو  مدل پـیش (کلبرگ قابت چندجانبه استتوان ر میبراي نزدیک شدن به مسایل واقعی  براي کارهاي آتی
هـا پـس از    کنند در شرایطی کـه یکـی از آن   در میزان تولید کالا با هم رقابت می هاي اقتصادي بنگاهآن  که دررا 

  .مدنظر قرار داد کند دیگري بازي می
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