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ترین هربعات خطی با  له كنای كارا برای حل هساهاستفاده از یک روش جریو

 قیود غیرخطی

 
  *1نرگس بیدآبادی

 ، ايزاىداًطكذُ علَم رياضي، يشد، يشد، داًطگاُ استاديار -1

 

 1399 ضْزيَر 16همالِ:  ذيرس

 1400ارديثْطت  22 همالِ: زشيپذ

 

 چکیده 

پزداسين. در ّز تزيي هزتعات خغي تا ليَد غيزخغي هي ل كنهساي ای تزای حل يك رٍش جزيوِ استفادُتِ  در ايي همالِ

لِ كِ تاتع ّذف هسا ت. تا تَجِ تِ اييضذُ ًياس اسای تزای حل هسالِ، تِ هحاسثِ هاتزيس ّسي تصَيز تكزار اس رٍش جزيوِ

 لسوتاست كِ همذار دليك يك  ای ضاهل دٍ لسوت ضذُ اس تاتع جزيوِّسي تصَيزتزيي هزتعات خغي است، هاتزيس  كن

تز است. در ايي همالِ پس اس تِ دست آٍردى يك راتغِ سكاًت  ديگز آى ّشيٌِ لسوتاس آى در دست است ٍلي هحاسثِ 

ّوگزايي سزاسزی ضذُ استفادُ ًوَدُ ٍ سپس ّسي تصَيزوٌذ تزای تمزية هاتزيس ساختوٌذ اس يك رٍش ضثِ ًيَتي ساخت

 دٌّذ. دّين. ًتايج عذدی تِ دست آهذُ، كارايي ايي رٍش را ًطاى هي ِ ضذُ را ًطاى هيٍ هجاًثي رٍش اراي

 

 .ساسی ساختوٌذ م ٌْگاتزيي هزتعات، ت لِ كنای دليك، هسا رٍش جزيوِ :كلوات كلیدی

 

 

 هقدهه  1

 هزتعات غيزخغي  تِ صَرت سيز است: تزيي كنلِ هسافزم كلي يك 

min    || ( ) ||

s.t.       ( ) ,   { ,..., },
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: ٍ تَاتع ،nxكِ در آى n lF   ٍ: n

ic   ،,...,i k m 1َپذذيز   اتعي دٍ تار هطتك، ت

 عذذدی  حذل  ٍ تٌاتزايي [3، 2، 1]ل، كارتزد تسيار ٍسيعي در علَم ٍ هٌْذسي دارًذ ايي دستِ اس هساي .ّستٌذپيَستِ 

 ای تزخَردار است.   اس اّويت ٍيژُ آًْا

ّای كارا كذِ تذزای    اس رٍش اًذ. يك دستِ ِ ضذُيارا تزيي هزتعات كن ليّای كارايي تزای حل هسا الگَريتن

ُ  ساسی تا ساختارّای ل تْيٌِحل هساي ّذای ضذثِ ًيذَتي     ِ ضذذُ اسذت، رٍش  هذاتزيس ّسذي تذاتع ّذذف، ارايذ       ٍيذژ

                                                           
 دار هكاتثاتعْذُ* 

 n_bidabadi @yazd.ac.ir آدرس الكتزًٍيكي:
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. اخيذزا يذك   تاضذذ  هذي هزتعذات   تذزيي  كن هسايلحل  در ّا اس ايي رٍش يك كارتزد خاظ[ كِ 4ساختوٌذ ّستٌذ ]

ي در [. ّوچٌذي 5هزتعات تا ليَد تساٍی هَرد استفادُ لزار گزفتِ اسذت ]  تزيي كن هسايلساسی تزای حل  رٍش هٌظن

هزتعات ًاهميذ ٍلتي كِ تذاتع ّذذف تذِ صذَرت هجوذَ  دٍ       تزيي كنلِ ل هساًيَتي تزای ح-[ يك رٍش گَس6]

 ِ ضذُ است.يًاپذيز تاضذ، ارا پذيز ٍ هطتك لسوت هطتك

   :اينگزفتِرا تِ صَرت سيز در ًظز تا ليَد غيزخغي كوتزيي هزتعات خغي  هسالِ ،در ايي پژٍّص

         (1) 
min    (x)= || ||

s.t.       ( ) ,   { ,..., }

           ( ) ,   { ,..., },

i

i

Gx b

c x i E k

c x i I k k m
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21
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l,كِ در آى،  nG، lb. 

 حل دستگاُ هسالِ تَجِ كٌيذ كِ

,

( ) ,   { ,..., },i

Gx b

c x i E k




   0 1
 

ًوذَد.   تثذذيل ( 1تِ صذَرت )  ساسی تْيٌِ هسالِيك ِ تَاى ت هعادلات خغي ٍ غيزخغي است، را هيكِ ضاهل 

ّذای تسذياری تذَدُ اسذت كذِ اس آى       ت خغي ٍ غيزخغي ًيش هَضذَ  پذژٍّص  هعادلادستگاُ ّای حل  تْثَد رٍش

 [ اضارُ ًوَد.7تَاى تِ ] جولِ هي

ِ  اسی هاتزيس ّسي تصَيزضذُ در رٍشس ، تزای تٌْگامدر ايي پژٍّص   هسذايل ای دليذك در حذل    ّای جزيوذ

ت راتغذِ سذكاً  يذك  تتذا . اگيزين ّای ضثِ ًيَتي ساختوٌذ تْزُ هي اس رٍش خغيتا ليَد غيزهزتعات خغي  تزيي كن

اس آٍريذن ٍ سذپس    تِ دسذت هذي   هسالِتزای ايي  را ای دليكضذُ اس تاتع جزيوِساختوٌذ تزای هاتزيس ّسي تصَيز

سذزاًجام، ًتذايج   . كٌذين  استفادُ هي هسالِيك رٍش ضثِ ًيَتي ساختوٌذ تزای تمزية ايي هاتزيس در الگَريتن حل 

ِ   الگَريتن ساسی پيادُ تِ دست آهذُ اس   عذدی ، در همايسذِ تذا    MATLABافذشاری    ای دليذك در هحذيظ ًذزم    جزيوذ

  ذ.كٌ ضذُ را تاييذ هيِ يارا  ارايي رٍش، كMATLABافشار  در ًزم fminconًتايج تِ دست آهذُ اس تاتع 

 

 ای دقیق الگوریتن جریوه 2

 ( تِ صَرت سيز است:1) هسالِای دليك تزای حل  يك تاتع جزيوِ 

        (2)  ( , ) ( ) | ( ) | min( , ( )).
k k m

i i

i i k

x x c x c x  


  

   
1 1

0 

         

تذِ  هثثذت ٍ  همذاديز   یتذِ اسا ، (2)سذاسی   هعلَم ضذُ اسذت كذِ تذا هيٌذيون    پاراهتز جزيوِ است.  كِ در آى  

تذِ   يذاتي  دسذت ايي تاتع، تذزای   كارگيزی تِ  آيذ. تٌاتزايي تِ دست هي (1)   هسالِجَاب  ،ی كافي كَچك  اًذاسُ

كذِ  تايذ تَجِ داضت است.  ای هماديز كاّطي ستِ اای  جزيوِ هسايلاس  ای دًثالِحل  هستلشم ،هسالِ جَابيك 

 ، يعٌي،دليك ای جزيوِ هسالِحل ًاپذيز است. تِ ّز حال، ّذف  طتكهدر تزخي ًماط  ،(2در) هذكَرتاتع 
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(3)  min  ( , )x            

)كِ تاتع  اجاس آًاست.   ثاتت ّایتِ اسای همذار , )x  تَاى اًتظار داضت كِ  ًاّوَار است، ًوي ِ  هسذال

كذَلوي ٍ  ضذذُ تَسذظ    اس رٍش ارايِ در ايٌجاساسی ًاهميذ حل ضَد.  ّای هعوَل تْيٌِ  تا استفادُ اس رٍش (3)ًاهميذ 

 ضًَذ: ّای جستجَ تا استفادُ اس تاتع سيز هحاسثِ هي در ايي رٍش، جْت .كٌين [ استفادُ هي9، 8] كاى 

(4)  
 ( , )  ( , )

( , ) ( ) sgn( ( )) ( ) ( ),i i i

i VE x i VI x

x x c x c x c x
 

  
 

           

 كِ در آى:

(5)  
( , ) { :  | ( ) | ,   },  

( , ) { :  ( ) ,   }.

i

i

VE x i c x i k

VI x i c x k i k m

 

 

   

      

1

1
           

 ( تِ صَرت سيز ّستٌذ:4گزادياى ٍ ّسي تاتع )

(6)  
 ( , )  ( , )

 ( , )  ( , )

( , ) ( ) sgn( ( )) ( ) ( ),

( , ) sgn( ( )) ( ) ( ).

T

i i i

i VE x i VI x

T

i i i

i VE x i VI x

x G Gx b c x c x c x

x G G c x c x c x


 


 

  

  

 

 

      

     

 

 2 2 2

            

ّذای   هذاتزيس گزاديذاى  تزای  QRی  ، اس تجشيِّا جستجَ در تزخي گام  هحاسثِ جْتتزای در ايي الگَريتن، 

 يعٌي،هَثز، -ليَد 

(7)  
{ , ,  :  ( ) }

( ) [ ( ) ]
i k

k i k i i k m c x
A x c x

   
  1

         

   در ايي تجشيِ دارين: .ضَد استفادُ هي

(8)  
( )

( ) [ ( )   ( )] ,
k

k k k

R xR
A x Q Y x Z x

  
    

   0 0

          

)يذك هذاتزيس تذالاهثلثي ٍ     Rيذك هذاتزيس هتعاهذذ ًزهذال،      Qكذِ در آى،   )kZ x   هاتزيسذي اسذت  ِ ، كذ

( ) ( )T

k kZ x Z x I  ٍ( ) ( )T

k kA x Z x 0 . 

هاتزيس ّسي تصذَيز ضذذُ    استزای تعييي هسيز حزكت در الگَريتن، تمزيثي  
, ( ) ( )T

z k k k kH Z x H Z x 

 كِ در آى، رٍد تِ كار هي

(9)  

( , )

( , ) ( ),
k

k

k k i i k

i AC x

H x c x


  


  2 2
 

ٍ 

(10)  ( , ) { :  | ( ) | ,  },k i kAC x i c x i k m     1 

ٍ k

i ّذای   يكذي اس جْذت  ّسذتٌذ.   ٍ در تميذِ جاّذا صذفز    تمزيذة ضذزاية لاگزاًذژ   در ًشديكذي جذَاب،   ّا

 ضَد: هي( تا حل دستگاُ سيز حاصل hجستجَی هَرد استفادُ در الگَريتن )

(11)  , ( ) ( , ),

( )

T

z k k k

k

H w Z x x

h Z x w

   


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[ 10]يذات  كٌين )تذزای هطذاّذُ جشي   را تِ عَر هختصز تياى هي هسالِضذُ تزای حل  در اداهِ، الگَريتن استفادُ

 (:را تثيٌيذ

 الگوریتن:

 پاراهتزّای : 0 گام   ٍ   ًٍمغِ ضز ٍ x ُّيذاًذ. لزار د دادُ ضذ k . 

)هاتزيس  :1 گام )kZ x  يذٍ لزار دّرا تِ دست آٍريذ global =1  ٍ .optimal =0  

|| اگذز  :2گام  ( ) ( , ) ||T

k kZ x x    ،    آًگذاُ تمزيذة ضذزاية لاگزاًذژ (k )  يذذ را صذفز در ًظذز تگيز  ٍ

d جْت h يذتزٍ 5ٍ تِ گام  يذتِ دست آٍر( 10دستگاُ )تا حل  را. 

||ساسی  هيٌيونرا تا ( kًژ )تمزية ضزاية لاگزا :3 گام ( ) ( , ) ||k kA x x   لذزار   .يذذ تذِ دسذت آٍر   2

 دّيذ:  

{ :  | ( ) | ,  },i kAC i c x i k m    1  

i اًذيس  E AC   ِك[ , ]k

i  11 اًذيس يا i I AC    ِكذ[ , ]k

i  را اًتخذاب كٌيذذ. اگذز چٌذيي      01

d جْذذذت صذذذَرت تزٍيذذذذ. در غيذذذز ايذذذي  4اًذيسذذذي ٍجذذذَد ًذذذذارد تذذذِ گذذذام    h دسذذذتگاُ تذذذا حذذذل   را

( ) sgn( )k

k i iA x d e    ،كِ در آىie ستَىiيذزٍت 5 ٍ تِ گام  دُتِ دست آٍر را ام هاتزيس ّواًي است. 

 حذذذل دسذذذتگاُ  را اس kv جْذذت  ٍ (10دسذذذتگاُ ) را تذذا حذذذل  khجْذذذتٍ  global =0 لذذذزار دّيذذذذ :4 گااام 

( ) ( )T

k AC k kA x v c x h   يذ. لزار دّيذتِ دست آٍر k kd h v   يذزٍت 6ٍ تِ گام. 

 .يذتِ دست آٍرd در جْت    را تا استفادُ اس يك الگَريتن جستجَی خغي تزایk  عَل گام :5 گام

kاگز :6 گام kx d ًِسثت ت kx كاّص كافي در همذار   ايجاد هذي   ّ kيذذ  كٌذذ، لذزار د k kx x d  1، 

 .يذتزٍ 8غيز ايي صَرت تِ گام  در

تْيٌذِ اسذت، آًگذاُ لذزار      kx . اگذز يذذ تزرسذي كٌ  kx آًگذاُ ضذزايظ تْيٌگذي را تذزای     global =0اگذز   :7 گام 

k، يذ، در غيز ايي صَرت لزار دّيذٍ تَلف كٌ  optimal =1يذدّ k 1  ٍيذ.تز 1ٍ تِ گام 

 در غيز ايذي صذَرت   تغييز كٌذ، ACدّيذ تِ عَری كِ هجوَعِ را كاّص  آًگاُ  global =1اگز  :8 گام

|| تا دّيذرا كاّص  ( ) ( , ) ||T

k kZ x x  اس تز ضَد تشرگ. 

ِ  ايذي ا يذ را تغييز داد  ACتَاى ًوي ،تِ صفز ًيش تا تغييز ٍ  global =1 اگز :9 گام  خيلذي كَچذك يذا    كذ

ّ     .يذذ الگَريتن ًاهَفك تَدُ ٍ تَلف كٌ . لذاخيلي كَچك است k، يذذ در غيذز ايذي صذَرت لذزار د k 1   ِتذ ٍ

 .يذتزٍ 1گام

ضذذُ  ساسی هاتزيس ّسي تصَيز ای تٌْگامّای ساختوٌذ تز تَاى اس رٍش ، هيkHهاتزيس   تا تَجِ تِ ساختار ٍيژُ

,z kH  در تخذص تعذذی يذك راتغذِ     اسذتفادُ كذزد.    تذِ ليذَد غيزخغذي    هزتعات خغي هميذذ  تزيي كن هسالِدر حل

 آٍرين. سكاًت ساختوٌذ تزای هحاسثِ هاتزيس ّسي تصَيز ضذُ را تِ دست هي
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 رابطه سکانت 3

   دارين:( 1)  هسالِتزای 

(12)  
 ( , )  ( , )  ( , )

sgn( ( )) ( ) ( ) ( ),
k k k

T k

k i k i k i k i i k

i VE x i VI x i AC x

H G G c x c x c x c x
  

 
  

        2 2 2

        

 ٍ تٌاتزايي

(13)  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ),T T T T k

z k k k k k k k k kH Z x H Z x Z x G GZ x Z x T x Z x          

 كِ در آى

(14)  
 ( , )

 ( , )  ( , )

( , ) ( ) [ sgn( ( )) ( )

                ( ) ( )] ( ).

k

k k

k T

k k i k i k

i VE x

k

i k i i k k

i VI x i AC x

T x Z x c x c x

c x c x Z x



 







 

  

  



 

2

2 2
    

ضذُ ايي تزای تمزية هاتزيس ّسي تصَيزتٌاتز
,z kH  تِ ٍسيلِ هاتزيس

,z kB  كافي است كِ تمزيثي تزای هذاتزيس

( ) ( , ) ( )T k

k k kZ x T x Z x  تِ صَرت
,z kA :تِ دست آٍرين ٍ لزار دّين 

, ,( ) ( ) .T T

z k k k z kB Z x G GZ x A   

پس تِ دًثال رٍضي تزای تِ دست آٍردى 
,z kA  كِ تمزيثي اس هاتزيس ( ) ( , ) ( )T k

k k kZ x T x Z x.است، ّستين 

   :داضتِ تاضين kی ّز سااِ كِ تتَاى اًتظار داضت  ، هيهسالِ، جَاب x*در ًشديكي

*

*

*

( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).

k

k

k

AC x AC x

VE x VE x

VI x VI x













0

0

0

 

|*فزض كٌيذ  ( , ) |AC x t0ٍ 
, ( ) ( , ) ( )T k

z k k k kA Z x T x Z x .هحاسثِ ،ّذف  
,z kA 1 ِاست تِ عَری ك 

, ( ) ( , ) ( ).T k

z k k k kA Z x T x Z x 

    1
1 1 1 1  

)تذذا لذذزار    ) ( )T

k k k ks Z x x x  1 ) داريذذن: ، 1 ) ( )k k k k k kx x Y x q Z x s    1 1 )كذذِ  ، 1 )kY x 1   يذذك

)هاتزيس پايِ تزای تزد  )kA x 1 ٍ است ( ) ( )T

k k k kq Y x x x  1 ِ اگز ليَد تَجِ دارين كِ . 1 خغذي  ًيذش   هسذال

kqدارين ، kتاضٌذ، آًگاُ تِ اسای ّز   تذَاى اًتظذار داضذت     هي . ٍلتي ليَد غيزخغي ّستٌذ، در ًشديكي جَاب0

) كِ )k kY x q1  در ًتيجِ ٍ[ 10]كَچك تاضذ ky  تمزيثي استِ عٌَاى را( ) ( , ) ( )T k

k k k kZ x T x Z x s 

  

1
1 1 تِ  1

 آٍرين: صَرت سيز تِ دست هي

(15)  ( ) ( , ) ( ) ( ) [( ) ( ) ]: ,T k T k

k k k k k k k k k k k kZ x T x Z x s Z x E E I I e A y  

           1
1 1 1 1 1 1 1 

 كِ در آى،

(16)  

( , )

( , )

( , )

( , )

[ ] ,

[ ( ) ] ,

[ ( ) ] ,

[ ( ) ] ,

[ sgn( ( )) ] .

k

k

k

k

T

k i k i AC x

k i k i VE x

k i k i VI x

T

k i k i VE x

e

A c x

E c x

I c x

c x



















 

 

 



1 1
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 اكٌَى،
,z kA 1 ًَِساختوٌذ( صذق كٌذ، يعٌي داضتِ تاضين: سكاًت  كِ در راتغِ گيزين در ًظز هيای  را تِ گ( 

(17                                                                                                                            )          
, .z k k kA s y 1         

)تا تَجِ تِ ايي كِ فزض كَچك تَدى  )k kY x q1 تٌْذا  [ را تثيٌيذذ( 11در ّوِ ًماط درست ًثاضذذ )]  هوكي است ،

  تزای هحاسثِ( 17ٍ راتغِ سكاًت )ساسی سكاًت  در صَرتي اس تٌْگام
,z kA 1  كٌذين كذِ    استفادُ هذي( )k kY x q1 

  ٍالعاً كَچك تاضذ، يعٌي ٍلتي داضتِ تاضين:

(18) 
( )

,k kk
q s




 11

           

/ تِ اسای 0 01. 

 

 شدههاتریس هسی تصویرسازی ساختوند  بهنگام 4

تذِ  سذاختوٌذ  BFGS   اس رٍشاستفادُ ضذُ را تا ضذ، هاتزيس ّسي تصَيز تياى لثليكِ در تخص تا تَجِ تِ هغالثي 

  [:12تِ صَرت سيز است ] كِ فزهَل آى آٍرين دست هي

(19)  , , ,

, ,

( ) ( ) ( )
,

( )

T T T

k z k k k k k z k k k z k k k T

z k z k k kT T

k k k k

y A s v v y A s y A s s
A A v v

v s v s


   
  1 2

            

كِ در آى 
T ss ys sk k

k k k kT ss A s
k k k

v y A s   ،( ) ( )s T T

k k k k ky y Z x G GZ x s    1 1  ٍ 

, ( ) ( ).s T T

k z k k kA A Z x G GZ x    1 1  

تَاى ديذ كِ  هي
,z kA 1 ( ِ19تِ دست آهذُ اس راتغ)، ( صذق هي17در راتغِ سكاًت )  .تياى تِ تخص تعذی در كٌذ

 سذاختوٌذ  سذاسی  تزای تٌْگام ساختوٌذBFGS     كارگيزی فزهَل تا تِ ،الگَريتن سزاسزی ٍ هَضعي ّوگزايي ًتايج

  پزداسين. هي  ضذُهاتزيس ّسي تصَيز

 

 هوگرایی 5

 .كٌين تياى هيرا  تزای ّوگزايي سزاسزی ّای هَرد ًياس اتتذا تعاريف ٍ فزض
 های هوگرایی سراسری:  فرض

  ،در الگَريتن جستجَی خغيk آيذ كِ عَری تِ دست هي  

( , ) ( , ) ( )T

k k k k k kx x d d g        2
1  

كِ در آى،  1 0 ٍ 

( , ) ( , )

( , ) sgn( ( )) ( ) ( )
k k

k

k i k i k i k

i VE x i VI x

g x c x c x c x
 

 
 

                 

ٍ 

 
( , ) { ( , ) : ( ) },

( , ) { ( , ) : ( ) }.

T

k k i k k

T

k k i k k

VE x i E AC x c x d

VI x i I AC x c x d

 

 

    

    

0

0
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 ًِماط   دًثال
kx ِضزٍ  دلخَاُ  تَليذ ضذُ اس الگَريتن تا يك ًمغ 

0xِفطزدُ  ، تِ يك هجوَع  D .تعلك دارًذ  

  تَاتع
ic ،i E I ٍی، رD پذيز پيَستِ ّستٌذ. دٍتار هطتك 

 *x   تزای  كٌٌذُ هَضعي هيٌيونيك( , )x  درD ساسد كِ ضزايظ هزتثِ دٍم اكيذ را تزلزار هي است. 

 ّای ليَد هَثز در گزادياى*x اًذ. هستمل خغي 

 .كٌين تياى هيّوگزايي سزاسزی الگَريتن را لضيِ  اكٌَى، 

 هتٌاّي است. Dدر تعذاد ًماط ايستای فطزدُ است ٍ   يك هجوَعِ Dفزض كٌيذ كِ كِ : 1-5قضیه 

 ِی ًماط هزتثِ اٍل  ّو  درD ًماط هزتثِ دٍم اكيذ تزای ، .ّستٌذ  

 ّای ليَد  گزادياى- هَثز در
kx تزای ّز سيزدًثالِ فزض كٌيذ كِ تِ علاٍُ اًذ. هستمل خغي 

ikx س اkx ِك 
*

ikx x ٍ*( , ) ( , )
ikAC x AC x   تِ عَری كِ داردٍجَد  كافي كَچك  ثاتت هثثت تِ اًذاسُ، 0

,( ( ) ( , ) ( )) .
i i i i i i i

T

z k k k k k k kA Z x T x Z x s s              

 ّوگزاست. x*تِ  kxدر ايي صَرت، 

 [ است.13در ] 3-4هطاتِ اثثات لضيِ اثبات:

 ّای هَرد ًياس تزای ّوگزايي هجاًثي الگَريتن تياى ضذُ است. در اداهِ فزض

 های هوگرایی هجانبی: فرض

 (A1:)*x  است ٍ   هسالِيك جَاب هَضعي تزای*{ :  || || }D x x x    ، كِ در آى، 1 1 0 . 

 (A2): ًِماط   دًثالkx ِ0 ضزٍ  دلخَاُ  اس الگَريتن، تا يك ًمغxضَد. ، تَليذ هي 

 (A3):   تَاتعic ،i E I  ، رٍیD اًذ. پذيز پيَستِ دٍ تار هطتك 

 (A4):  تَاتع( )ic x2 ،i E I   در*x  تِ اسای ّز  ، يعٌيّستٌذپيَستِ ليپطيتشi E I  ،  ثاتت
iL  0 

)ٍ عذد  , )ip  xٍجَد دارًذ تِ عَری كِ تزای ّز   01 Dدارين ،: 

* *|| ( ) ( ) || || || ip

i i ic x c x L x x   2 2  
)علاٍُ ِ ت ) argmin || ( ) ( , ) ||x A x x      .پيَستِ ليپطيتش است x*در  2

 (A5): ( ) ( ) ( )T TP x Z x G GZ x   در*x  پيَستِ ليپطيتش است، يعٌي ثاتتL  )ٍ عذد  0 , )p ٍجَد  01

xدارًذ تِ عَری كِ تزای ّز  D:دارين ، 

 * *|| ( ) ( ) || || ||pP x P x L x x   . 

 (A6): ّای ليَد هَثز در  گزادياىkx تزای ّز ،kاًذ. ، هستمل خغي 

 (A7): ّای هثثت  ثاتتb1  ٍb2  ٍجَد دارًذ تِ عَری كِ تزای ّزw   تا تعذ هٌاسة، دارين: 0

*|| || || || ,Tb w w B w b w 2 2
1 2  

 است. x* ضذُ درهاتزيس ّسي تصَيز B*كِ در آى،       

 پزداسين. الگَريتن هي اكٌَى تِ تياى لضايای ّوگزايي هجاًثي
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. در ايي صَرت تزلزارًذ (A7) تا( A4) ّای ( ٍ فزض18فزض كٌيذ ًاهساٍی ) :2-5قضیه  2 ٍجَد دارد كِ 0

||*اگز  ||kx x   2   ٍ*|| ||kx x   1 C، آًگاُ ثاتت  2 1  ٍجَد دارد كِ  1
*|| || || ||,k z k k ky A s s  

 كِ در آى

(20)  * * *|| ||

( )
( ) ,

Z B Y

k k k k
C      

    11 1
1

            

 ٍ* *max(|| ||,|| ||)k k kx x x x   1  ٍ* * * * *( ) ( , ) ( )T

zA Z x T x Z x. 

kx دٌّذُ ايي است كِ همذار آى در ًمغِ ًطاى ،علاهت خظ رٍی يك هتغيز ًوايص تزای سادگي اثبات: 1  

هحاسثِ  kxدٌّذُ ايي است كِ همذار آى در ًمغِ  ضَد ٍ عذم ًوايص علاهت خظ رٍی هتغيز ًطاى هحاسثِ هي

 لضيِ تيلَر دارين:( ٍ A4) فزضضَد. تا استفادُ اس  هي

 ( , )

 ( , )

 ( , )

( ) sgn( ( )) ( )( ) ( ),

( ) ( )( ) ( ),

( ) ( )( ) ( ),

( )( ) ( ),

i i

i VE x

i

i VI x

i i k

i AC x

E E c x c x x x U x x

I I e c x x x U x x

A A c x x x U x x

A A U x x



 

 







     

     

     

   







2
1

0

2
2

0

2
3

0

4

 

||كِ  || || ||iU O x x   تزای,...,i 1 TZكِ   . اس ايي4 A 0  اس تعزيف ٍy :دارين 

[( ) ( ) ]

[( ) ( ) ( )( )]

( , )( ) ( ),

T

T

T T

y Z E E I I e A

Z E E I I e A A A

Z T x x x Z U x x

 

   



    

       

   

 

||كِ  || || ||U O x x  ِاس آًجايي ك .x x Y q Zs   گيزين: ًتيجِ هي 

( , )( ) ( ),T Ty Z T x Yq Zs Z U Yq Zs     
 دّذ كِ: كِ ًتيجِ هي

* *( ( , ) ) ( ( , ) ) .T T T

z zy A s Z T x Z A Z UZ s Z T x Y ZUY q        
 [ است.14در ] 13-4اداهِ اثثات، هطاتِ اثثات لن 

 ٍ  تزلزارًذ (A7( تا )A4) ّای ( ٍ فزض18ًاهساٍی ) كٌيذ فزض :3-5قضیه 
,z kA 1  ِ(19)تا استفادُ اس راتغ 

Dٍ هجوَعِ 1 هثثت  ثاتتضَد. در ايي صَرت  هحاسثِ هي D ٍِجَد دارًذ تِ عَری ك 

(21)  
* *

* *

, ,|| || || || ,z k z z k z kB B
A A A A      1 1

            

k,تزای ّز kx x D 1 ِك*

* *|| . || || (.) ||FB
B B

 


1 1
2 2. 

 [ است.15در ] 4-6هطاتِ اثثات لضيِ  اثبات:
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Kٍ  تزلزارًذ (A7( تا )A1)ّای  فزض كٌيذ كِ فزض :4-5قضیه   هَجَد است تِ عَری كِ تزای  0

k K ( تزلزار هي18ًاهساٍی ) ضَد ٍ تزایk K ،
,z kB ّا در الگَريتن تا استفادُ اس فزهَلBFGS 

 دارين:آيٌذ. در ايي صَرت  تِ دست هيساختوٌذ 

(22)  *
,||( ) ||

lim .
|| ||

z k z k

k k k

A A s

x x 






1
0

         

 [ است.15در ] 4-7هطاتِ اثثات لضيِ  اثبات:

}  تزلزارًذ، دًثالِ (A7( تا )A1)ّای  فزض كٌيذ كِ فزض :5-5قضیه  }kx تِ ايي  ،ضَد تا الگَريتن تَليذ هي

 ،تزلزار است (18)ٍلتي ًاهساٍی صَرت كِ 
,z kB  اس فزهَلBFGS  در غيز ايي  آيذ تِ دست هيساختوٌذ ٍ

صَرت،
, ,z k z kB B  *اگز  عَری كِ تٍِجَد دارًذ    ٍّای هثثت  در ايي صَرت، ثاتت. 1

0|| ||x x  

 ٍ*

,0|| ||z z WA A   ُدًثالِ ، آًگا  { }kx  ستزخغي دٍگاهي تِ عَر هجاًثي تِ  ًزختا*x يعٌيّوگزاست ، 
*

*
lim .

|| ||

|| ||

k

k

k

x x

x x










1

1

0  

 آيذ. تِ دست هي [15در ]  4-4(، حكن اس لضيِ 22( ٍ )21تا استفادُ اس رٍاتظ ) اثبات:

 

 نتایج عددی 6

l، كِ در آًْا آسهَى كزدين(  1ساسی تِ صَرت ) تْيٌِ هسالِحل  الگَريتن را تزای nG   ٍlb  هاتزيس

اًذ. ّوچٌيي،  تَليذ ضذُ MATLABافشار  در ًزم randّستٌذ كِ تا استفادُ اس دستَر   [-5 ,5] ٍ تزدار تصادفي در

 تِ صَرت سيز ّستٌذ:غيزخغي هعادلات 

  ,     ,..., ,( ) i i i ii x x x xx i nc         1 1 23 2 2 1 0 1 2  

در  fminconتاتع اجزای دست آهذُ اس  ّای ديگز، ًتايج تِ َريتن تا رٍشالگ  تزای همايسِاًذ.  آهذُ[ 16] كِ در 

MATLAB  ًمغِ ضزٍ  ّز دٍ الگَريتن تزدار صفز در ًظز گزفتِ . تِ دست آٍردينرا تصادفي  هسالِ 16تزای ايي

دٌّذُ اتعاد  ًطاى l  ٍnآهذُ است. در ايي جذٍل  1ضذُ است. ًتايج حاصل اس اجزای دٍ الگَريتن در جذٍل 

 .ّستٌذ هسالِ

رسيذى تِ يك جَاب تا دلت هٌاسة تِ تعذاد ارسياتي ضذُ تزای  يٍِاضح است كِ رٍش ارا 1جذٍل تا تَجِ تِ 

  دّذ. ًياس دارد كِ ايي اهز كارايي رٍش پيطٌْادی را ًطاى هي هسالِتسيار كوتزی اس تَاتع ليَد 

 
 آسهَى هسايلّا تز رٍی  ًتايج عذدی حاصل اس اجزای الگَريتن. 1جدول 

 هسالِاتعاد  خغای ضذًي تَدى جَاب ًْايي تاتع ّذفهمذار  تعذاد ارسياتي تَاتع ليَد

 fmincon n l ضذُِ يالگَريتن ارا fmincon ضذُِ يالگَريتن ارا fmincon ضذُِ يالگَريتن ارا

24 1656 75/1 E+01 75/1 E+01 87/1 E-03 88/2 E-10 5 3 

37 33 110127/2  108562/2  68/1 E-10 26/2 E-07 5 3 

25 203 154484/0  154484/0  92/1 E-08 11/3 E-09 5 3 
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 تزيي هزتعات خغي تا ليَد غيزخغي لِ كنای كارا تزای حل هساِاستفادُ اس يك رٍش جزيو، تيذآتادی

30 

42 1082 96554/48  22521/50  64/1 E-09 43/8 E-08 10 8 

34 2602 14/1 E+02 09/1 E+02 010908/0  31/7 E-08 10 8 

25 3417 48705/58  4557/58  51/6 E-05 29/2 E-08 10 8 

30 2139 52/5 E+02 17/6 E+02 008806/0  46/8 E+00 20 18 

578 1249 17/6 E+02 62/7 E+02 37/8 E-09 84/8 E-11 20 18 

49 2209 37/4 E+02 37/4 E+02 75/9 E-04 50/1 E-09 20 18 

57 2678 53/1 E+03 39/1 E+03 11/4 E-12 56/6 E-11 30 28 

36 1255 30/1 E+03 92/9 E+02 21/4 E-15 93/7 E-11 30 28 

30 3386 97/9 E+02 11/1 E+03 97/4 E-13 36/1 E-12 30 28 

44 521 22/2 E+03 62/2 E+03 73/1 E-08 08/2 E-14 40 38 

60 305 94/1 E+03 52/1 E+03 47/3 E-12 68/6 E-13 40 38 

232 3489 9224/4 E+03 48/4 E+03 91/1 E-12 90/1 E-14 50 48 

43 1642 07/5 E+03 84/4 E+03 73/4 E-11 50/1 E-11 50 48 

 

 گیری  نتیجه 7

. تزيي هزتعات خغي تا ليَد غيزخغي پذزداختين  كن هسايلای دليك تزای حل  ِ يك رٍش جزيوِدر ايي همالِ تِ اراي

ضذذُ در  ت سذاختوٌذ تذزای هذاتزيس ّسذي تصَيز    ، اتتذا يك راتغِ سكاًهسالِتا تَجِ تِ ساختار خاظ تاتع ّذف 

ضذذُ  س ّسذي تصَيز وٌذ تزای تمزية هاتزيای تِ دست  آٍردين. سپس اس يك رٍش ضثِ ًيَتي ساخت جزيوِ هسالِ

ِ    ضذُِ ّوگزايي سزاسزی ٍ هجاًثي رٍش اراياستفادُ ًوَدُ ٍ لضايای  ُ  را تياى ًوذَدين. كذارايي رٍش ارايذ را  ضذذ

همايسذِ  ،  MATLABدر  fminconتذاتع  اجذزای  ًتايج حاصل اس  ًٍيش تا ًتايج عذدی تِ دست آهذُ اس الگَريتن 

 .ًوَدين
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