
 39-57 ؿ ؿ ،98 تاتغتاٖ(،61 )پياپي دْٚؽٕارٜ  ،ؽا٘شدٞٓعاَ  ،ی آٖوارتزدٞادر تحميك در ػّٕيات  ٔدّٝ

 2251-7286 ؽاپا

39 

 

ّای حطر تریي هسیر با درًظرگرفتيکَتاُ هسالِرٍش دٍگاى لاگراًژی برای 

 عوراًی ّوراُ با هحذٍدیت بَدجِ
 

 ۴ابراّین لعل رحیوی  ، ۳هرین ابارشی ،*2 هْذی زعفراًیِ، 1فریصسکیٌِ 
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 چکیذُ 

َ   ویٝ در آٖ تیزای ٞیز     ٌيیزد   ٔميذ  ٔٛرد تزرعیي لیزار ٔیي   تزیٗ ٔغيز  وٛتاٜ ٔغاِٝدر ایٗ ٔماِٝ یه  ٞیای ؽیثىٝ    ییه اس ییا

َ  تا ٞشیٙٝ اخیزای ٔؾیخـ ٚ ٘يیش ٔيیشاٖ ویاٞؼ ٔؾیخـ تیزای سٔیاٖ )ىیَٛ(          ٔختّفٞای ػٕزا٘ي  ىزح در٘ظیز ٌزتتیٝ    ییا

ٔغيز اعت، تیٝ  ٗ ایٞای  یاَز رٚی ٞای تٟيٙٝ ت تؼييٗ ٔغيز تيٗ یه سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٚ ا٘تخاب ىزح ٔغاِٝ. ٞذف اعت ؽذٜ

 ا٘تخاتي اس ٔيشاٖ تٛدخٝ در دعیتزط ٞای  ٔمذار ٕٔىٗ تٛدٜ ٚ ٞشیٙٝ اخزایي ىزح تزیٗ وٓ ،یاتتٝ ٔغيز ای وٝ سٔاٖ تغييز ٌٛ٘ٝ

 دٚتٝ  دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٔغاِٝآساد ؽذٜ ٚ  ٔغاِٝٞای  ای اس ٔحذٚدیت تا اعتفادٜ اس رٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی دعتٝ .تداٚس ٘ىٙذ

ٝ تٟيٙٝ تزای  عپظ تا اعتفادٜ اس اٍِٛریتٓ سیزٌزادیاٖ یه خٛاب ٘شدیه تٝ .ؽٛد تثذیُ ٔي  تز وٛچه ٔغاِٝسیز  ٝ  ٔغیاِ  اِٚيی

ٝ رٚی ؽثىٝ خزاعاٖ، خٛاب  زرٚی یه ؽثىٝ وٛچه ٚ ٘يش ت زتپيؾٟٙاد ؽذٜ ؽٛد. در ا٘تٟا تا تزرعي ٔذَ  حافُ ٔي  ٔغیاِ

 ؽٛد. ی ٔتفاٚت تؼييٗ ٔيٞای ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔختّف ٚ تا در٘ظزٌزتتٗ پارأتزٞا تزای سٚج

 

 رٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی، رٚػ سیزٌزادیاٖ.، تزیٗ ٔغيز ٔميذ وٛتاٜ ٔغاِٝٚ٘مُ،  ؽثىٝ حُٕ :کلوات کلیذی

 

 

 ٍ تاریخچِهقذهِ  ۱

ٔزتٛه تٝ  ٔغایُعاسی ؽثىٝ اعت وٝ در ػّْٛ ٔختّف اس خّٕٝ  تٟيٙٝ ٔغایُتزیٗ ٔغيز، یىي اس  ی وٛتاٜ ٔغاِٝ

ٞای ارتثاىي وارتزدٞای تزاٚا٘ي داؽتٝ ٚ اس دیز تاس ٔٛرد تٛخٝ پضٚٞؾٍزاٖ تٛدٜ  وؾي ٚ ؽثىٝ ٚ٘مُ، ٘مؾٝ حُٕ

ٞای  تزیٗ ٔغيزٞا در ؽثىٝ تا اعتفادٜ اس اٍِٛریتٓ ٔغتييُ آتؾاری ٚ ٔاتزیظ ا٘تماَ وٛتاٜ  [1]ػيٙي ٚ ػؾمي  اعت.

                                                           
 دار ٔىاتثاتػٟذٜ* 

 m.zaferanieh@hsu.ac.ir آدرط اِىتزٚ٘يىي:
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 ٞای ػٕزا٘ي ٕٞزاٜ تا ٔحذٚدیت تٛدخٝحىز تزیٗ ٔغيز تا در٘ظزٌزتتٗرٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی تزای ٔغاِٝ وٛتاٜ، ٕٞىاراٖٚ  ففزی
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لزار عایُ ٘مّيٝ ٘يش تغيار ٔٛرد تٛخٝ تزیٗ ٔغيز در ٔغيزیاتي ٚ وٛتاٜ ٔغاِٝدٚری را تزرعي ٚ حُ وزد٘ذ. وارتزد 

 اؽارٜ وزد.[ 2] تٛاٖ تٝ درٜ ٔيزوي ٌزتتٝ اعت وٝ اس آٖ خّٕٝ ٔي

تخقيـ ٚ  ی ٔغاِٝتزیٗ درخت تزاٌيز،  ی وٛتاٜ ٔغاِٝعاسی تزويثياتي ٔا٘ٙذ  تٟيٙٝ ٔغایُدر ٔمایغٝ تا عایز 

 .[3] تزیٗ ٔغيز ٘غثتاً دیز آغاس ؽذٜ اعت ی وٛتاٜ ٔغاِٝریامي  ٞای ٔذَدر ٔٛرد  ٚ٘مُ، تحميك ی حُٕ ٔغاِٝ

 ٔؼزتي ؽذ   را٘حلا٘ذاحُ ٚ تٛعو  1946تزیٗ ٔغيز تا ىَٛ یاَ ٚاحذ در عاَ  ٞای ٔاتزیغي تزای وٛتاٜ رٚػ

 ٔغاِٝ .لزار ٌزتتٙذٞای ػقثي ٔٛرد تٛخٝ  خقٛؿ ؽثىٝٝ ٞا تٝ دِيُ وارتزد در ؽثىٝ ارتثاىات ٚ ت ایٗ رٚػ[. 4]

اِؼُٕ دعتٛر دا٘تشیه  1957عپظ درعاَ . [5] ؽذتٙذی  تزَٔٛ  1956 تزیٗ ٔغيز تٛعو تٛرد در عاَ  وٛتاٜ

تزیٗ ٔغيز  ی وٛتاٜ ٔغاِٝتزای حُ  .[6]  را تؾزیح وزد ٔغاِٝتزعيٕي تزای اعتفادٜ اس رٚػ عيٕپّىظ در ایٗ 

 ، تٛرد-، اٍِٛریتٓ تّٕٗ تٛاٖ تٝ اٍِٛریتٓ دایدغتزا ٔي ٞای ٔختّفي ٔؼزتي ؽذٜ اعت وٝ اس خّٕٝ اٍِٛریتٓ

 .[8، 7] اؽارٜ وزد تزچغة ٌذاری ٚ اٍِٛریتٓ تقحيح  ٚارؽاَ-اٍِٛریتٓ تّٛیذ

ىٛر ٘أحذٚد  س ٞيچ ٔٙثؼي تٝتٛا٘ذ ا وٝ تٕاْ ٔٙاتغ در ىثيؼت ٔحذٚد ٞغتٙذ، ا٘غاٖ در ػُٕ ٕ٘ي تا تٛخٝ تٝ ایٗ         

ی  ٔغاِٝتٙاتزایٗ یه  ؛ٍٕٞي تٕاْ ؽذ٘ي ٞغتٙذ ...تٝ ىٛر ٔثاَ ٔٙاتغ عٛخت، ا٘زصی، آب ٚ  .تزداری وٙذ تٟزٜ

اعت. ایٗ  ٔغایُٔميذ اعت ٚ ا٘غاٖ ٘اٌشیز ٔٛاخٟٝ تا ایٗ ٘ٛع  عاسی ی تٟيٙٝ ٔغاِٝ ،عاسی تٟيٙٝ وارتزدی در سٔيٙٝ 

تزیٗ ٔغيز ٔميذ را تياٖ  ی وٛتاٜ غاِٝٔعاسی ٔميذ اس خّٕٝ  تٟيٙٝ ٔغایُٔٛمٛع مزٚرت ٔياِؼٝ ٚ تحميك در سٔيٙٝ 

 [.6] وٙذ ٔي

، ٞشیٙٝ ٚ یا ٔمذار عٛخت ٔحذٚد سٔاٖ عفزٔمذار ٔٙاتغ در دعتزط ٔا٘ٙذ ، تزیٗ ٔغيز ٔميذ ی وٛتاٜ ٔغاِٝدر      

 حذالُ د٘ثاَ تؼييٗ ٔغيزی تا  تٝ ٔغاِٝدرایٗ تٛدٜ ٚ ٔيشاٖ اعتفادٜ اس ایٗ ٔٙاتغ ٘ثایذ اس حذ تؼييٗ ؽذٜ تداٚس وٙذ. 

تزیٗ ٔغيز ٔميذ در وٛتاٜ ٔغاِٝ .ٔغيز پيذا ؽذٜ در ؽزایو تؼييٗ ؽذٜ فذق وٙذ ای وٝ ٌٛ٘ٝتٝ  ٞغتيٓسٔاٖ عفز 

ریشی عاػات واری خذٔٝ وؾتي ٚ ٔغيزیاتي ؽثىٝ ٔٛرد  ٘مُ ، تز٘أٝٚعاسی ٔا٘ٙذ حُٕ تٟيٙٝ ٔغایُتغياری  اس 

فٛرت  ٌّٚذٔٗ  تٛعو ٚایتشٌُ  1965 در عاَ  ٔغاِٝاِٚيٗ ٔياِؼات در ٔٛرد ایٗ . [9] ٌيزداعتفادٜ لزار ٔي

  [.10] ؽذٜ تٛد دادٜحذ تالای ىَٛ ٔغيز اس لثُ  ٚؽأُ یه یا چٙذ ٔحذٚدیت خٙثي تٛد  ٔغاِٝدر آٖ  ٌزتت وٝ

تثذیُ عخت  -NP  ٔغاِٝآٖ را تٝ یه تزیٗ ٔغيز ٔميذ ٚخٛد دارد  ی وٛتاٜ ٔغاِٝٞای اماتي وٝ در  ٔحذٚدیت

 .[11] ٌذاری لاتُ حُ ٘يغت ٞای تزچغة ٚعيّٝ اٍِٛریتٓٝ ت وٙذ وٝ ٔي

ٞا . اس خّٕٝ آٖا٘ذ ٕ٘ٛدٜ ارایٝتزیٗ ٔغيز ٔميذ  ی وٛتاٜ ٔغاِٝٞای وارآٔذ ٚ ٔتٙٛػي را تزای حُ  ٔحمماٖ اٍِٛریتٓ

  1966 تزیٗ ٔغيز تا چٙذ ٔحذٚدیت خٙثي وٝ در عاَ  وٛتاٜ ٔغایُریشی پٛیا تزای حُ  تٛاٖ تٝ تؼٕيٓ تز٘أٝ ٔي

تزیٗ ٔغيز وٝ در  وٛتاٜ-   ٚ تزوية اٍِٛریتٓ آسادعاسی لاٌزا٘ضی تا اٍِٛریتٓ  [12]  اعتفادٜ ؽذ تٛعو خاوغچ

  وزد. اؽارٜ [13] تٛعو ٞٙذِز ٚ صً٘ ٔيزح ؽذ  1980عاَ 

ٞای  ٞشیٙٝ واٞؼ یاتتٝ تا در٘ظز ٌزتتٗ ىزح تزیٗ ٔغيز تا  تؼييٗ وٛتاٜ ،ٔماِٝ ٔٛرد تحث در ایٗ ٔغاِٝ ٞذف   

تؼٛیل ٚ یا تٟثٛد ٚمؼيت آعفاِت ٚ افلاح  ٔا٘ٙذٞای ػٕزا٘ي  . اخزای ىزحاعتٞای ؽثىٝ  رٚی یاَ ٝػٕزا٘ي ت

ي در واٞؼ تأثيز ٔغتميٕ ،ٚ٘مُىٛر وّي ایداد تغٟيلات حُٕٞا ٚ تٝ خيش ٚ اتشایؼ پٟٙای تا٘ذ خادٜ٘ماه حادثٝ

أا تا  ؛ای ٔؾخـ اعت ٛد ٔغتّشْ فزف ٞشیٙٝٞا دار٘ذ. اخزای ٞز ىزح ػٕزا٘ي خ تزاتيه ٚ سٔاٖ ػثٛر خادٜ
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وٝ ٞشیٙٝ  ٞا، سٔاٖ عفز وُ ٔغيز را واٞؼ داد، درحاِي تٛاٖ تا واٞؼ سٔاٖ ػثٛر خادٜ ا٘تخاب ىزح ٔٙاعة ٔي

 .ٔقزف ؽذٜ ٘يش اس تٛدخٝ دردعتزط تداٚس ٘ىٙذ

ػلاٜٚ وُ  ٔؾخـ ٚخٛد داؽتٝ تاؽذ، تٝٞشیٙٝ اخزای  تاٞای ؽثىٝ  ىزح رٚی یأَؾخقي  يذ تؼذادتزك وٙ     

ػثٛر اس در سٔاٖ   ٔؾخقيواٞؼ  اخزای ٞز ىزح، ٕٞچٙيٗ . تٛدخٝ اخزایي در دعتزط ٘يش اس لثُ ٔؾخـ تاؽذ

ىٛری وٝ  تٝ اعت،  ای آٖٞ ٞای ػٕزا٘ي ٔٙاعة تزای یاَ ٞذف ا٘تخاب یه ٔغيز تٟيٙٝ ٚ ىزح . وٙذ ایداد ٔيیاَ 

ٔمذار ٕٔىٗ تاؽذ ٚ ٔدٕٛع ٞشیٙٝ ٔقزتي ٘يش اس ٔمذار تؼييٗ ؽذٜ تٛدخٝ  تزیٗ وٓیاتتٝ ٔغيز  سٔاٖ ػثٛر واٞؼ

 تداٚس ٘ىٙذ.

ٞای تٛعؼٝ یاتتٝ در٘ظز ٌزتت.  ی ىزاحي ؽثىٝ ٔغاِٝ٘ٛػي ؽثيٝ  ٔؼزتي ؽذٜ در ایٗ ٔماِٝ را تٝ ٔغاِٝتٛاٖ  ٔي     

تزیٗ ٔغيز تزرعي ی وٛتأٜغاِٝرٚی  1984ٞای تٛعؼٝ یاتتٝ تٛعو ٍٔٙتي ٚ ًٚ٘ در عاَ  ی ىزاحي ؽثىٝ ٔغاِٝ

وٝ اتشٚدٖ آٖ ٞشیٙٝ ٔؾخقي  ىٛری ؽٛد تٝ ، در ٞز دٚرٜ یه یاَ تاِمٜٛ تٝ ؽثىٝ اماتٝ ٔئغاِٝدر ایٗ  .[14] ؽذ

دعت آٔذٜ، دارای ٝ تزیٗ ٔغيز توٛتاٜ وٝ ىٛری ٞای اماتٝ ؽٛ٘ذٜ در ٞز دٚرٜ اعت تٝ دارد. ٞذف تؼييٗ یاَ

 واِيٙٛعىي زٚصٜ تيؾتز ٘ثاؽذ.وُ پٕٔىٗ تاؽذ ٚ ٕٞچٙيٗ ٞشیٙٝ وُ ٔغيز اس تٛدخٝ تؼييٗ ؽذٜ تزای  سٔاٖ تزیٗ وٓ

 یٞاىزاحي ؽثىٝ ٔغایُ حُ ٞایٚ اٍِٛریتٓ وارتزدٞا، ٔذَ [16ٚ ٘يش تاعتز ٚ ٕٞىارا٘ؼ ] [15ٚ ٕٞىارا٘ؼ ]

 .را ٔٛرد تزرعي لزار داد٘ذ٘مُ ٞٛایي ٚتٛعؼٝ یاتتٝ در حُٕ

در تخؼ عْٛ، رٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٚ ٘يش عپظ  ؽٛد، ٔئؼزتي  ٔغاِٝتٙذی  تزَٔٛ ایٗ ٔماِٝ، در تخؼ دْٚ     

ؽٛ٘ذ.  اختقار تياٖ ٔي ٌيز٘ذ، تٝ رٚػ سیزٌزادیاٖ وٝ در ادأٝ تزای حُ ٔذَ ٔؼزتي ؽذٜ، ٔٛرد اعتفادٜ لزار ٔي

تزاعاط رٚػ دٌٚاٖ ، تزای رعيذٖ تٝ یه خٛاب ٘شدیه تٝ تٟيٙٝ ٔغاِٝ حُدر تخؼ چٟارْ، اٍِٛریتٓ 

یي آواردلت ٚ ٞای ػذدی تزای تزرعي  ٔثاَ پٙدٓدر تخؼ  .ؽٛد ٔي تياٖ لاٌزا٘ضی ٚ اٍِٛریتٓ سیزٌزادیاٖ

ٌيزی در تخؼ آخز تياٖ  ٚ عزا٘داْ ٘تيدٝ دٌزد ٔي ارایٝاٍِٛریتٓ در رعيذٖ تٝ یه خٛاب ٘شدیه تٝ تٟيٙٝ 

 ؽٛد.  ٔي

 

 هسالِبٌذی  فرهَل 2

ؽثىٝ ,G N A  تا ٔدٕٛػٝ رئٛطN َٞای ٚ ٔدٕٛػٝ یاA َرا در٘ظز تٍيزیذ. سٔاٖ عفز یا ,i j وٝ رأط 

i N  را تٝ رأط j Nوٙذ، تا ٔتقُ ٔي 
ijt تزیٗ ٔغيز اعتا٘ذارد اس ی وٛتاٜ ٔغاِٝؽٛد. ٔذَ  ٘ؾاٖ دادٜ ٔي

 :ؽٛد فٛرت سیز ٘ٛؽتٝ ٔيتٝ Dتٝ رأط ٔمقذ Oرأط ٔثذا

 

( , )

Min ( )

. . ,

, , ( , )

ij ij
x

i j A

ij jij j

ij

SP t x

i O

s t x x i O D

i D

x i j A








  
 

  



 

1

1

1

1
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اٌز یاَ  (1)ی ٔغاِٝدر        ,i j تاؽذ، ٚخٛد داؽتٝ ٔغيز تٟيٙٝ درijx  در غيز ایٗ فٛرت ففز  ،یهتزاتز

تقحيح  ٞای ( تا اعتفادٜ اس اٍِٛریت1ٓ)ففز ٚ یه  ٔذَاؽارٜ ؽذ،  ٔمذٔٝىٛر وٝ در  ؽٛد. ٕٞاٖدر٘ظز ٌزتتٝ ٔي

ٞای  در٘ظز ٌزتتٗ ىزحتا  تزیٗ ٔغيز ی وٛتاٜ ٔغاِٝاوٖٙٛ، ٔذَ  .[6] لاتُ حُ اعتٚ دایدغتزا  تزچغة ٌذاری

 در دعتزط تاؽذ، ٕٞچٙيٗ تؼذاد C تزك وٙيذ تٛدخٝ ٔؾخـ  وٙيٓ.ٔي ارایٝ تٛدخٝ راػٕزا٘ي ٚ ٔحذٚدیت 

}ىزح ٔتؼّك تٝ ٔدٕٛػٝ     , ,..., }ijk

ij ij ij ijP p p p 1 یاَ تزای 2 ,i j
 

  ا٘داْ ىزح وٝ ىٛری  تاؽذ، تٝلاتُ اخزا 
k

ijp ٝٙای ٔؼادَ  ٞشیk

ijc  ٝیاَ  ػثٛر ٚ سٔاٖتاؽذ  داؽت ,i j  تٝ ا٘ذاسٜراk

ijd تٙاتزایٗ سٔاٖ ػثٛر اس  ؛واٞؼ دٞذ

 یاَ ,i jتا اخزای ىزح k

ijp تزاتز  k

ij ijt d.ؽٛد ٔؼزتي ٔيتٝ فٛرت سیز  ٔغاِٝٔذَ ریامي ایٗ   خٛاٞذ تٛد: 

 

,
( , ) ( , )

( , )

Min ( )

. .

, ( )

, ( , ) ( )

( )

, , , ( , ) , ,..., ( )

ij

ij

ij

K

k k

ij ij ij ij
x y

i j A i j A k

ij jij j

K

k

ij ij

k

K

k k

ij ij

i j A k

k

ij ij ij

CSP t x y d

s t

i O

x x i O D

i D

y nx i j A

y c C

x y i j A k K

  



 

 




  
 

  



   

  

 



 

1

1

1

2

1
3

1

4

5

1 1 6

 

رٚی یاَ أيٗ ىزح تزkاٌز در ٔذَ تٛق ,i j ،اخز ؽٛدk

ijy  kفٛرت در غيز ایٗٚ  1

ijy .ا٘داْ  اعت

د٘ثاَ  ی وارتزدی در د٘يای ٚالؼي تاػث ػذْ تٛسیغ ػادلا٘ٝ تٛدخٝ ٚ تٝ ٔغاِٝرٚی یه یاَ در یه ز ٞا ت تٕاْ ىزح

تٙاتزایٗ تزای خٌّٛيزی اس  ؛ؽٛد ٔي پزٚصٜآٖ ػذْ تزخٛرداری ٔٙاىك ٔختّف اس تغٟيلات اختقاؿ یاتتٝ تٝ یه 

تٛاٖ رٚی یه یاَ  وٝ ٔيرا ٞایي  تزیٗ تؼذاد ىزح تيؼ (4در ٔحذٚدیت ) ،رٚی یه یاَ ز ٞا ت  تٕاْ ىزح اسدحاْ

ٞای  ( تياٍ٘ز ایٗ ٔيّة اعت وٝ ٔدٕٛع ٞشیٙٝ ىزح5ایٓ. ٔحذٚدیت ) در٘ظز ٌزتتٝ nا٘داْ داد ٔمذار ٔؾخـ 

 ٔغاِٝٞای حُ  عخت اعت ٚ رٚػ-NP  ٔغاِٝتٛق یه  ٔغاِٝ. تز ٘خٛاٞذ تٛد تيؼ Cتٛدخٝ اساخزایي در ٔغيز 

 .[9تٛد ] تزیٗ ٔغيز ٔؼِٕٛي تزای آٖ ٘اوارا خٛاٞذ وٛتاٜ

 وٝ تز رٚی ایٗ ٔغيز اعتٞای ػٕزا٘ي  تؼييٗ ىزح حافُ ٔتٙاظز تا  ٔغاِٝاٌز ٔغيز ا٘تخاتي ٔؾخـ تاؽذ،       

أا  حُ ؽٛد؛یه  ٚ ریشی ففز ٞای تز٘أٝ رٚػ تٝ ذتٛا٘ ٔي تز تٛدٜ ٚ در ا٘ذاسٜ وٛچه یه  ٚ ی ففز ٔغاِٝیه 

( را 2تٛا٘ذ خٛاب ٔذَ ) ٞای تٟيٙٝ تزرٚی آٖ ٕ٘ي تزیٗ ٔغيز ؽثىٝ ٚ عپظ تؼييٗ ىزح ىٛر وّي، ا٘تخاب وٛتاٜ  تٝ

وٕه  تٝ (5) ٚ (4ٞای عخت )یتدٔحذٚ را تزای رٞاعاسیرٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی  ادأٝدر تؼييٗ وٙذ. 

 وٙيٓ؛ تز تثذیُ ٔي تا تؼذاد ٔحذٚدیت وٓ ٔغاِٝیه   را تٝ ٔغاِٝتزیٓ ٚ تٝ ایٗ تزتية  ٔيوار  مزتٍزٞای لاٌزا٘ض تٝ

وٙيٓ. تٝ ایٗ ٔٙظٛر، اتتذا تٝ  را تؼييٗ ٔي اعتفادٜ اس رٚػ سیزٌزادیاٖ ٔمادیز تٟيٙٝ مزتٍزٞای لاٌزا٘ضعپظ تا 

 وٙيٓ. اختقار رٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٚ عپظ رٚػ سیزٌزادیاٖ را تياٖ ٔي
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 .دٍگاى لاگراًژی ٍ رٍش زیرگرادیاى رٍش ۳

 

 رٍش دٍگاى لاگراًژی  ۳-۱

ریشی  ریشی ٔميذ خيي ٚ غيزخيي ٚ ٘يش تز٘أٝ تز٘أٝ ٔغایُه آسادعاسی دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی، رٚؽي تزای حُ تىٙي 

آسادعاسی ؽذٜ دٌٚاٖ تؼزیف  ٔغاِٝاِٚيٝ دادٜ ؽذٜ، یه  ٔغاِٝػذد فحيح اعت. در ایٗ رٚػ ٔتٙاظز تا ٞز 

 ی خيي اِٚيٝ سیز را در٘ظز تٍيزیذ:ریش تز٘أٝ ٔغاِٝؽٛد.  ٔي

Min ( )

. . ( ) ,..., ( )i

P f x

s t g x i m



 1 7
 

( ) , ,..., ( )ih x i l

x X

 



1 8

   

 

 :ؽٛد تٝ فٛرت سیز تؼزیف ٔي ٔغاِٝدٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٔتٙاظز تا ایٗ   ٔغاِٝ

Max ( , )

. .

D u v

s t u




 

)وٝ , ) inf ( ) ( ) ( );
m l

i i i i

i i

u v f x u g x v h x x X
 

 
    

 
 

1 1

)ٞای ٔحذٚدیت ٔغاِٝدر ایٗ   )ig x    ٚ

 ih x   ٖتا اعتفادٜ اس مزایة )ٔتغيزٞای( دٌٚاiu   ٚiv  ٜمزایة  .ا٘ذ تا تاتغ ٞذف تزوية ؽذiu  ٔتٙاظز

ٞای تغاٚی،  ٔتٙاظز تا ٔحذٚدیت ivوٝ مزایة  تز ٔغاٚی، ٘أٙفي ٞغتٙذ، در حاِي ٞای وٛچه تا ٔحذٚدیت

وٙٙذ.  ٌزا٘ضی را تياٖ ٔياِٚيٝ ٚ دٌٚاٖ لا ٔغاِٝآساد در ػلأت ٞغتٙذ. لنایای سیز رٚاتو تيٗ تاتغ ٞذف تٟيٙٝ 

 [ ٔزاخؼٝ وٙيذ. 17ٚ اثثات لنایای سیز تٝ ٔزخغ  ]ٞا  تز، ٔثاَ يات تيؼتزای خشی

,یؼٙي تاؽذ؛Pٔغاِٝ یه خٛاب ؽذ٘ي xتزك وٙيذ  )دٍگاًی ضعیف(: ۱قضیِ ( ) , ( )ix X g x h x    

) وٝ )g x ٚ( )h xچٙيٗ تزك وٙيذ ٞغتٙذ. ٞٓ(  8( ٚ  )7ٞای  ) تزْ تزداری ٔحذٚدیت ,u v  یه خٛاب

uیؼٙي تاؽذ؛ Dٔغاِٝؽذ٘ي    فٛرت در ایٗ تاؽذ؛( ) ( , )f x u v .اعت 

دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی اعت،  تٝ  ٔغاِٝتز یا ٔغاٚی تاتغ ٞذف تٟيٙٝ  اِٚيٝ ٕٞٛارٜ تشري ٔغاِٝتاتغ ٞذف تٟيٙٝ  :۱ًتیجِ

ػثارت دیٍز   Min ( ) : , ( ) , ( ) Max ( , ) :f x x X g x h x u v u     تٛق اٌز ٘أغاٚی 

لاٌزا٘ضی، ؽىاف دٌٚا٘ي ٚخٛد   اِٚيٝ ٚ دٌٚاٖ ٔغاِٝؽٛد تيٗ  فٛرت اويذ تزلزار تاؽذ، افيلاحا ٌفتٝ ٔي تٝ

 دارد.

اٌز :2ًتیجِ   ,f x u v  ٝوx ٚ ,u v ٝاِٚيٝ ٚ دٌٚاٖ  ٔغایُٞای ؽذ٘ي تزای  تزتية خٛاب ت

x  ٚفٛرت لاٌزا٘ضی ٞغتٙذ، در ایٗ ,u v ٝاِٚيٝ ٚ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی خٛاٞٙذ  ٔغایُٞای تٟيٙٝ  تزتية خٛاب ت

 تٛد.
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:تٛدٜ ٚ nRٔدٕٛػٝ ٔحذب در یهXتزك وٙيذ )دٍگاًی قَی(: 2قضیِ nf R R ٚ

: , ,...,n

ig R R i m 1   ٚ تٛاتغ ٔحذب: , ,...,n

ih R R i l 1  تٛاتغ آتيٗ تاؽٙذ.  تزك وٙيذ یه

ٚخٛد دارد ٚ  خٛاب ؽذ٘ي   int ( ) ( ) :h x h x x X    ٜآٍ٘ا 

   inf ( ) : , ( ) , ( ) sup ( , ) : .f x x X g x h x u v u     
ػلاٜٚ اٌز  تٝ تغتٝ تاؽٙذ، ؽىاف دٌٚا٘ي ففز اعت.  ٔغاِٝػثارت دیٍز تحت ؽزایو لنيٝ، اٌز ٘احيٝ ؽذ٘ي دٚ تٝ

دعت آیذ ٚ ٔمذار تٝ ̅ ٔمذار ایٙفيٕٓ ٔتٙاٞي تٛدٜ ٚ در  sup ( , ) :u v u   در خٛاب ,u v تا u    

ٌاٜ حافُ ؽٛد، آٖ 
t

u g x  اعت . 

ؽىاف دٌٚا٘ي در ٕٔىٗ اعت ریشی ػذد فحيح وٝ ٘احيٝ ؽذ٘ي ٔحذب ٘يغت،  تز٘أٝ ٔغایُتزای  :۱ًکتِ 

 تز اس ففز تاؽذ. خٛاب تٟيٙٝ تشري

 

  رٍش زیرگرادیاى  ۳-2
ٙيٕٓ وزدٖ تٛاتغ ٔحذب ٔؾتك ٘اپذیز اعت. ایٗ رٚػ، تا تزای ٔيادیاٖ یه رٚػ عادٜ تىزاری رٚػ سیزٌز

ٞای  پذیز تٛدٜ، تا ایٗ تفاٚت وٝ در رٚػ عاسی ٔزتثٝ اَٚ تزای تٛاتغ ٔؾتك ٞای خيي حذٚدی ٔؾاتٝ رٚػ

ِٚي در رٚػ  ؽٛد؛ و یه ٔذَ خغتدٛی خيي ٔؾخـ ٔيعاسی، ىَٛ ٌاْ در ٞز تىزار تٛع خيي

چٙيٗ، ایٗ رٚػ ٕٞٛارٜ واٞؾي ٘يغت ٚ  ؽٛد. ٞٓ ار ثاتتي در٘ظزٌزتتٝ ٔيسیزٌزادیاٖ، ٔؼٕٛلاىَٛ ٌاْ ٔمذ

 [.18ٕٔىٗ اعت در تؼني تىزارٞا ٔمذار تاتغ ٞذف اتشایؼ یاتذ ]

:: اٌز۱تعریف nf R R تاتؼي ٔحذب تاؽذ، ٞز تزدارg ٝوٝ در راتي( ) ( ) ( )tf y f x g y x     

nyتزای ٞز  R  فذق وٙذ، یه سیزٌزادیاٖ تاتغf ٝدر ٘ميx ؽٛد. اٌز تاتغ ٘أيذٜ ٔيf پذیز تاؽذ،  ٔؾتك

 اعت.  fیؼٙي ؛ٞای تاتغ، ٕٞاٖ ٌزادیاٖ تاتغ تٟٙا ا٘تخاب ٕٔىٗ تزای سیزٌزادیاٖ

xدر ٘ميٝ fٌزادیاٖ تاتغ 1در ؽىُ  xٚ ٘يش دٚ سیز ٌزادیاٖ تاتغ در ٘ميٝ  1  ا٘ذ.  ٔؾخـ ؽذٜ  2

 
  fٚ ٌزادیاٖ  تاتغ ٞا . سیزٌزادیا۱ٖشکل 

 

 تَصیف رٍش ۳-2-۱

Minعاسی ٘أميذ تٟيٙٝ ٔغاِٝ  ( )f x  ٝو: nf R R  تاتؼي ٔحذب اعت ٚ ٘يش ٘ميٝ خاریk nx R  را

kxدر٘ظز تٍيزیذ. خٟت حزوت تزای تؼييٗ ٘ميٝ 1  لزیٙٝ تزدار سیزٌزادیاٖ تاتغf درkx   ٝدر٘ظزٌزتت
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یؼٙي ؽٛد؛ ٔي kk k kx x g  1   ٝو k
g سیزٌزادیا٘ي اس تاتغf ٝدر ٘ميkx  ٚ  k    ْىَٛ ٌا

ىٛر وٝ اؽارٜ ؽذ، ٌاٜ ٕٔىٗ اعت خٟت حزوت اعت. ٕٞاٖ k
gتزای تاتغf  ٚ ٜواٞؾي ٘ثٛد

   k kf x f x  ٔمذار تاتغ ٞذف در وُ  تزیٗ وٕٓٞيٗ دِيُ تٟتزیٗ خٛاب در ٞزٔزحّٝ ٔتٙاظز تا  تاؽذ، تٝ 1

 ؽٛد: ٔزاحُ تا وٖٙٛ در٘ظز ٌزتتٝ ؽذٜ ٚ اس راتيٝ سیز تؼييٗ ٔي

 ( ) ( )Min ( ),k k k

best bestf f x f  1
  

ٞا ا٘تخاب ٌاْ تا ا٘ذاسٜ ٚ ٘يش  تزای ا٘تخاب ىَٛ ٌاْ در رٚػ سیزٌزادیاٖ لٛاػذ ٔختّفي ٚخٛد دارد. اس خّٕٝ آٖ

[  تزرعي ؽذٜ اعت. 18ٞا در ٔزخغ ] ٞز یه اس ایٗ ا٘تخابىَٛ ثاتت اعت. ٍٕٞزایي رٚػ سیز ٌزادیاٖ تزای 

ریشی خيي ػذد فحيح  تز٘أٝ ٔغایُدٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٔتٙاظز تا  ٔغاِٝ[ رٚػ سیزٌزادیاٖ را تزای حُ 19تيؾز ]

تؼييٗ ٕ٘ٛد. ىَٛ ٌاْ [ 20را تا اعتفادٜ اس راتيٝ ٔؼزتي ؽذٜ تٛعو ّٞذ ٚ ٕٞىارا٘ؼ ] تزرعي وزد ٚ ىَٛ ٌاْ

ا٘تخاتي رٚػ سیزٌزادیاٖ در ٔماِٝ حامز ٘يش تز حغة ایٗ تزَٔٛ تياٖ ؽذٜ اعت. ایٗ راتيٝ در ٔمالات دیٍزی 

 [ ٘يش ٔٛرد اعتفادٜ لزار ٌزتتٝ اعت. 21ٔا٘ٙذ ]
 

 عوراًی ّایطرحتریي هسیر با درًظرگرفتي کَتاُ هسالِرٍش دٍگاى لاگراًژی برای حل  ۴

  دٌٚاٖ ٔغاِٝتٝ وٕه مزایة لاٌزا٘ض،  ٔغاِٝ ٞای خٙثي ٔحذٚدیتتزخي اس عاسی   تا آساددر ایٗ تخؼ، 

مزایة لاٌزا٘ض تزك وٙيذ . [21] ؽٛد ( تِٛيذ ٔي2ٔذَ ) CSPٔغاِٝٔتٙاظز تا  لاٌزا٘ضی
ij  تزای ٞز 0

 ,i j A   ٚ  ٔذَ  فٛرت ذ. در ایٗدر ٘ظز ٌزتتٝ ؽٛ٘ ( 5) ( 4ٚ) ٞای تٝ تزتية ٔتٙاظز تا ٔحذٚدیت

 :ؽٛد ٘ٛؽتٝ ٔي( تٝ فٛرت سیز 2) ٔغاِٝدٌٚا٘ي ٔتٙاظز 

 

,,
( , ) ( , )

( , ) ( , )

Max ( , ) Min ( )

. .

,

, , , ( , ) , ,.

ij

ij ij

K

k k

ij ij ij ij
x y

i j A i j A k

K K

k k k

ij ij ij ij ij

i j A k i j A k

ij ji

j j

k

ij ij

DCSP L t x y d

y nx y c C

s t

i O

x x i O D

i D

x y i j A k

 
 

 

  

   

   

   
        

   




  
 

    

  

   

 

1

1 1

9

1

1

1 1 .., ijK
 

 :ؽٛد ٔي تاس٘ٛیغيتٝ فٛرت سیز  (2)دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٔغاِٝ   (،9) عاسی تاتغ ٞذف تؼذ اس عادٜ

 

 

 

,,
( , ) ( , )

( , ) ( , )

Max ( , ) Min ( )

. .

,

, , , ( , )

ij

ij ij

K

k k

ij ij ij ij ij
x y

i j A i j A k

K K

k k k k

ij ij ij ij ij ij ij

i j A k i j A k

ij ji

j j

k

ij ij

DCSP L t n x y d

y nx c d y C

s t

i O

x x i O D

i D

x y i j

 
  

   

  

   

    

 
      

 




  
 

  

  

   

 

1

1 1

10

1

1

1 , ,..., ijA k K  1
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تزای ٞز تزدار دادٜ ؽذٜ (دٌٚا٘ي مؼيف) 1 تٙاتٝ لنيٝ ,  ی ٔغاِٝٔمذار تاتغ ٞذف  ،اس مزایة لاٌزا٘ض

)دٌٚا٘ي لٛی( ٞزٌاٜ ٔمذار  2ٚ تا تٛخٝ تا لنيٝ  [17ت ]اع (2ی ) ٔغاِٝ( وزاٖ پایيٙي تزای 10آسادعاسی ؽذٜ )

اس آ٘داوٝ .ایٓ ٌاٜ تٝ تٟيٍٙي رعيذٜ تزای یه خٛاب ؽذ٘ي تاؽذ، آٖ (2ی ) ٔغاِٝآٖ تزاتز تا ٔمذار تاتغ ٞذف 

 ,L   آٚردٖ خٛاب  دعت تٝٔٙاعثي تزای  رٚػاٍِٛریتٓ سیز ٌزادیاٖ، ، یه تاتغ ليؼٝ ليؼٝ خيي اعت

رٚس رعا٘ي مزایة لاٌزا٘ضیٝ در ایٗ اٍِٛریتٓ در ٞز ٔزحّٝ تا ت اعت.( 10لاٌزا٘ضی )ی دٌٚاٖ ٔغاِٝتٟيٙٝ 

ij  ٚ  ٗٞا ٚ تاتغ ٞذف، پذیز تٛدٖ ٔحذٚدیت تا تٛخٝ تٝ تفىيه .خٛاٞٙذ ؽذ ٍٞٙاْ تٝوزاٖ تالا ٚ پایي 

 .وزدرا تٝ ىٛر خذاٌا٘ٝ حُ  ٔغاِٝٚ ٞز سیز  وزدتدشیٝ  ٔغاِٝسیز  دٚتٝ تٛاٖ  ٔيرا   (10ی )ٔغاِٝ
 

 هسالِفکیک ت ۴-۱
ٞز تزدار دادٜ ؽذٜتزای   ,  ػثارتاس مزایة لاٌزا٘ض ،C  (  ٔمذاری ثاتت اعت ٚ 10) ٔغاِٝدر

ٞا  ؽٛد وٝ حُ ٞزیه اس آٖ تز تمغيٓ ٔي وٛچه ٔغاِٝتٝ دٚ سیز ( 10) ٔغاِٝاوٖٙٛ  .تٛا٘ذ وٙار ٌذاؽتٝ ؽٛد ٔي

ٞا  ٔغاِٝدعت آٔذٜ اس ایٗ سیز  ( تٛدٜ ٚ ٔدٕٛع ٔمادیز ت10ٝ) ٔغاِٝتز اس حُ  عادٜ ٔغاِٝتٝ دِيُ وٛچه ؽذٖ اتؼاد 

 وٙذ. ( را تؼييٗ ٔي2وزاٖ پایيٗ تاتغ ٞذف )
 :ی اٍلهسالِزیر  

(11)                                           

 

 

( , )

( , ) Min

. . ,

, , ( , )

ij ij ij
x

i j A

ij jij j

ij

SP t n x

i O

s t x x i O D

i D

x i j A

  


 




  
 

  



 

1

1

1

1

 

 

 یاَ ٞشیٙٝ ٔمادیزتزیٗ ٔغيز اعتا٘ذارد تا ی وٛتأٜغاِٝیه ، تٛق ٔغاِٝ ij ij ijt t n   اعت وٝ تا اعتفادٜ اس  

 .[ 8] اٍِٛریتٓ تقحيح تزچغة ٌذاری لاتُ حُ اعت
 :ی دٍمهسالِزیر 

(۱2   )   
( , )

( , ) Min , , , ,...,
ijK

k k k k

ij ij ij ij ij ij
y

i j A k

SP c d y y k K   
 

      2
1

1 1 

2SP یٔغاِٝ      ٞز تزدار دادٜ ؽذٜ تزای   ,   ثاتت یةایه تا مز ففز ٚ ٔغاِٝیه

 k k k

ij ij ij ijc c d       تزای ٞزیه اس ٔتغيزٞایk

ijy ٔمادیز  تٙاتزایٗ  ؛عتاk

ijy ٝحافُ سیز   ىثك راتي

 :ذ٘ؽٛٔي

 
( )

k k

ij ij ijk

ij

c d
y

otherwise

    
 


13
1

 

SP,ٞای ٔغاِٝسیز  تؼذ اس ٔحاعثٝ ٔمادیز ٞذف SP1 تٝ  (2) ٔغاِٝػثارت دیٍز وزاٖ پایيٗ  یا تٝ (10) ٔغاِٝ خٛاب 2

lbفٛرت SP SP C  1 در ٞز ٔزحّٝ تٟتزیٗ وزاٖ پایيٗ ٔتٙاظز ٔاوشیٕٓ وزاٖ . ؽٛددر ٘ظز ٌزتتٝ ٔي 2
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ٔغيز اٌز .ؽٛد٘ؾاٖ دادٜ ٔي LBٚ تا تؼييٗ ؽذٜ ،ٞایي وٝ تاوٖٙٛ پيذا ؽذٜ اعتپایيٗ ijx x  اٍِٛی ٚ

ٞای ا٘تخاتي ىزح k

ijy y ٝیؼٙي در  ؛ذٙ( تاؽ2) ٔغاِٝ ؽذ٘ي (12) ٚ (11ٞای )ٔغاِٝآٔذٜ اس حُ سیز  دعت ت

تزای (2) ٔغاِٝزاتز ٔمذار ٞذف ت   ubیوزاٖ تالا ،( فذق وٙٙذ5( ٚ )4ٔحذٚدیت ٞای ) ,x y   اعت. در

k ( ٔمادیز14عاسی ففزٚیه ) تٟيٙٝ ٔغاِٝغيز ایٗ فٛرت تا حُ 

ijy ٔتٙاظز تا ٔغيز تٟيٙٝ 
ijx  ٝآٔذٜ اس  دعت ت

 :وٙيٓتؼييٗ ٔي را (11) ٔغاِٝسیز 

   

( , )

( , )

Max ( )

. . ( , )

, , , , ,...,

ij

ij

ij

K

k k

new ij ij

i j A k

K

k

ij ij

k

K

k k

ij ij

i j A k

k

ij ij

P y d

s t y nx i j A

y c C

y i j A k K

 



 



  



    

 



 

1

1

1

14

1 1

 

تا  (11) ٔغاِٝسیز حافُ اس      ( ٔتٙاظز تا ٔغيز 14) ٔغاِٝتزك وٙيذ خٛاب تٟيٙٝ  * *k

ijy x y  ٔؾخـ

خٛابزای ( ت2)ٔغاِٝمذار تاتغ ٞذف ؽٛد. ٔ  *,x y xٝیوزاٖ تالاػٙٛاٖ  تub ؽٛد. درٞز در٘ظز ٌزتتٝ ٔي

 ٘ؾاٖ دادٜ UBا٘تخاب ؽذٜ ٚ تا ،ٔتٙاظز ٔيٙيٕٓ وزاٖ تالاٞایي وٝ تاوٖٙٛ پيذا ؽذٜ اعت ٔزحّٝ تٟتزیٗ وزاٖ تالا

 ؽٛد. ٔي

 

 ٍز رساًی ضرایب لاگراًژیرِ ب ۴-2

ٞای تالا ٚ پایيٗ ٔتٙاظز تا ٔمادیز اِٚيٝ مزتٍزٞای لاٌزا٘ض، تا اعتفادٜ اس  ٞای تٟيٙٝ ٚ وزاٖ تؼذ اس تؼييٗ خٛاب 

ٞا  ٚ وزاٖٞای تٟيٙٝ  ٚ عپظ تزای ٔمادیز خذیذ، خٛاب وٙيٓتزٚس رعا٘ي ٔي ایٗ مزایة را [19ٖ ]رٚػ سیزٌزادیا

تا  اٌز ٔمادیز وٙٛ٘ي مزایة لاٌزا٘ض در تىزاروٙيٓ.  ٍٞٙاْ ٔي را تٝ ,    ،ٔؾخـ ؽٛد

 :ؽٛ٘ذ ٔي ٔحاعثٝفٛرت سیز  تٝ   ليؼٝ ليؼٝ خيي  تاتغ  ٞای سیزٌزادیاٖ

   

 
( , )

, , , ( )

, ( )

ij

ij

ij

K

k

ij ij

k

K

k k

ij ij

i j A k

L y nx i j A

L y c C

  



 



 

 



 

    

  



 

1

1

15

16

 

وٝ ٔمادیز
ijx  ٚ,k

ijy   ( ٔتٙاظز تا مزایة12( ٚ )11ٞای ) ٔغاِٝاس سیز ,   ٜزایة  ما٘ذ.  حافُ ؽذ

لاٌزا٘ض در   1 ٝذ ؽذ:ٙرٚس رعا٘ي خٛاٞٝ فٛرت سیز ت أيٗ تىزار ت   

 

 

,

,

( )

, ,

ij

ij

K

k k

ij ij

i j A k

K

k

ij ij ij ij

k

y c C

y nx i j A

 



   



  

  



 





 
    

 

 
      

 

 



1

1

1

1

17
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 [:19] ؽٛد در ایٗ اٍِٛریتٓ اس راتيٝ سیز تؼييٗ ٔي ىَٛ ٌاْ 

 
 ,, k

ij ij

UB LB

f x y

 

  





 

  
 وٝ 

 , , , ,

( , ) ( , )

, ( )
ij ijK K

k k k k

ij ij ij ij ij ij

i j A k i j A k

f x y y c C y nx     

   

    
               

   

1
2 2 2

1 1

18

 

  ٚ
  UBچٙيٗ ٞٓ ٔمذاری تقادتي اعت. 2

 ٚLB
زاٖ پایيٗ تا تزتية تٟتزیٗ ٔمادیز وزاٖ تالا ٚ و تٝ 

اٌز حذالُ یىي اس ٔمادیزتىزار خاری ٞغتٙذ.  1 ٚ
ij

 1 ( ٝٔٙفي تاؽٙذ، ىَٛ ٌا17ْدر راتي )  ؽٛد  ٘قف ٔي

 ٞا ٞای تالا ٚ پایيٗ ٔتٙاظز آٖ تٝ رٚس رعا٘ي مزایة لاٌزا٘ض ٚ وزاٖ .ٍٞٙاْ ؽذٜ ٔثثت تاؽٙذ وٝ تٕاْ مزایة تٝ تا سٔا٘ي

ٚ یا تؼذاد تىزارٞا ذٜ تز ؽ ؽىاف ٘غثي  تيٗ وزاٖ تالا ٚ پایيٗ اس آعتا٘ٝ تؼييٗ ؽذٜ وٓوٝ  ؽٛد تا خایي تىزار ٔي

اس راتيٝ. در ایٗ اٍِٛریتٓ ؽىاف ٘غثي  تز ؽٛد اس ػذد ٔؾخقي تيؼ
UB LB

UB

 




دلت داریٓ . ؽٛد تؼييٗ ٔي   

دارای ٔتغيزٞای ففز ٚیه ٚ در ٘تيدٝ دارای ٘احيٝ ؽذ٘ي ٘أحذب اعت، ٕٔىٗ اعت  (2) ایٙىٝ ٔذَ   تا تٛخٝ تٝ

تؼذاد تىزارٞا اس ػذد ٔؾخقي ٕٞيٗ ػّت در ایٗ اٍِٛریتٓ، اٌز  در تٟيٍٙي دارای ؽىاف دٌٚا٘ي تاؽذ. تٝ

وار تزدٖ رٚػ  (  تا ت2ٝ) ٔغاِٝيات اٍِٛریتٓ پيؾٟٙادی تزای حُ ؽٛیٓ.  در ادأٝ خشی د،  ٔتٛلف ٔيتز ؽٛ تيؼ

    ؽٛد. تياٖ ٔي ( 1در اٍِٛریتٓ  ) دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٚ اٍِٛریتٓ سیزٌزادیاٖ

 ٞای ػٕزا٘يدر٘ظزٌزتتٗ  ىزحتزیٗ ٔغيز تا وٛتاٜ ٔغاِٝاٍِٛریتٓ دٌٚاٖ  لاٌزا٘ضی تزای  .۱الگَریتن 

اسی: لزار دٞيذع آٔادٜ ( ٌاْ یه  1. اِٚيٝ تزدار مزایة  لاٌزا٘ضی ,    فٛرت تقادتي  تٝرا

          وٙيذ. ا٘تخاب

 ٔحاعثٝ وزاٖ پایيٗ: ( ٌاْ دٚ  

یاتتٝ مزایة تؼٕيٓ -اِف          ij ij ijt t n    را ٔتٙاظز تا تزدار خاری ,     .سیزتؼييٗ وٙيذ  

'یاتتٝ تزای مزایة تؼٕيٓ ( را11ی ) ٔغاِٝ

ijt  ٓدعت   خٛاب تٝ تزچغة ٌذاری حُ وٙيذ.تقحيح تٝ ٚعيّٝ اٍِٛریت

آٔذٜ را
ijx   تٙأيذ ٚ لزار دٞيذ 

( , )

ij ij ij

i j A

SP t n x 


 1     

تزای ٞز یاَ kىزح( ٔمذار ٞشیٙٝ تؼٕيٓ یاتتٝ 12ی ) ٔغاِٝدر سیز  -ب            ,i j ٝفٛرت را ت

 'k k k

ij ij ij ijc c d     اٌزتؼييٗ وٙيذ .k

ijc   ٜلزار دٞيذ آٍ٘ا,k

ijy    ٗلزار دٞيذ فٛرت در غيز ای

,k

ijy  1  عپظ,

( , )

ijK

k k

ij ij

i j A k

SP y c 

 

  2
1

 را ٔحاعثٝ وٙيذ.   
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لزار دٞيذ: -ج               
 lb SP SP C    1 2   

اٌز -د                1  وزاٖ پایيٗ را تزاتزتاؽذ Max ,LB LB lb  LBفٛرت ٚ در غيز ایٗ 1 lb    

 لزار دٞيذ.

 ٔحاعثٝ وزاٖ تالا: ( ٌاْ عٝ

,ؽذ٘ي تٛدٖ -اِف                ,k

ij ijy x  ٝٞا را  آٖ درعتيػثارت دیٍز  ، تٝرا ارسیاتي وٙيذ دٚ  ٌاْ آٔذٜ اس دعت ت

   فٛرت                                               تٝ را وزاٖ تالا اعت، اٌز خٛاب ؽذ٘ي. وٙيذ تزرعي( 5( ٚ )4)خٙثي  ٞای در ٔحذٚدیت

,

( , ) ( , )

ijK

k k

ij ij ij ij

i j A i j A k

ub t x y d 

  

   
1

  لزار دٞيذ. 

تزایرا  (14عاسی ففز ٚ یه ) ی تٟيٙٝ ٔغاِٝفٛرت  ایٗدر غيز -ب               
ijx   ٝٙحُ وزدٜ ٚ خٛاب تٟي

*ٔتٙاظز را  ,k

ijy   .تا اعتفادٜ اس راتيٝ را وزاٖ تالاتٙأيذ* ,

( , ) ( , )

ijK

k k

ij ij ij ij

i j A i j A k

ub t x y d 

  

   
1

ٔحاعثٝ  

 . وٙيذ

اٌز  -ج                1  تاؽذ، وزاٖ تالا را Min ,UB ub UB  UBفٛرت ٚ در غيز ایٗ  1 ub  

 لزار دٞيذ.

 : دٌٚا٘ي ٔحاعثٝ ؽىاف ( چٟارٌاْ 

Gapؽىاف دٌٚا٘ي را تزاتز       UB LB     ٚؽىاف ٘غثي راRelative Gap
UB LB

UB

 






  لزار

تاؽذ، خٛاب  ؽذٜ  تز اس ٔمذار آعتا٘ٝ تؼييٗ وٓ ؽىاف ٘غثي اٌز دٞيذ.
ijx  ٚ* ,k

ijy   ٝٙ٘شدیه تٝ خٛاب تٟي

 فٛرت تٝ ٌاْ پٙح تزٚیذ. ( اعت ٚ ٔتٛلف ؽٛیذ، در غيز ای2ٗٔذَ )

 تزٚس رعا٘ي مزایة  لاٌزا٘ضی:  ( پٙحٌاْ 

 -اِف                1  یؼٙي  ؛اٌز تؼذاد تىزارٞا. لزار دٞيذ  تز  اس ٔاوشیٕٓ تؼذاد تؼييٗ ؽذٜ تشري

 .ٔتٛلف ؽٛیذ، تاؽذ

,یمزایة لاٌزا٘ض فٛرت در غيز ایٗ -ب                تزای تىزار تؼذی  (17) را تا اعتفادٜ اس رٚاتو

    تزٚیذ. دٚتٝ ٌاْ وٙيذ ٚ رعا٘ي رٚسٝ ت

 

 
 رأط 10. ؽثىٝ وٛچه تا 2شکل 
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 ًتایج هحاسباتی ۵

درایٗ تخؼ دٚ ؽثىٝ یىي در ٔمياط وٛچه ٚ دیٍزی در ٔمياط ٔتٛعو تزای آسٔایؼ وارایي اٍِٛریتٓ 

( تزای ٔمادیز ٔختّف تٛدخٝ ٚ ٘يش ٔثذأ ٚ 1ٌيز٘ذ. خٛاب حافُ اس اٍِٛریتٓ ) پيؾٟٙادی ٔٛرد تزرعي لزار ٔي

یي ٘غثت تٝ ا٘تخاب ٔمادیز اِٚيٝ تزای ٔمقذٞای ٔتفاٚت تؼييٗ ؽذٜ ٚ حغاعيت ؽىاف ٘غثي در خٛاب ٟ٘ا

,مزایة لاٌزا٘ضی   ٚ َٚٔٛرد ٔياِؼٝ لزارٌزتتٝ اعت. ٘تایح ػذدی حافُ اس اخزای اٍِٛریتٓ تٝ فٛرت خذ

/تز اس ٔثاَ رعيذٖ تٝ ؽىاف ٘غثي وٓ ٕ٘ٛدارآٚردٜ ؽذٜ اعت. ٔؼيار تٛلف در ٞز دٚ 0 یا حذاوثز تؼذاد ٚ  2

تىزار 10  .اعت 

. رٚی ؽىُ ٔؾخـ ؽذٜ اعتٞز یاَ . سٔاٖ ػثٛر تٍيزیذ ٘ظزیاَ را در 18رأط ٚ  10تا  2ؽثىٝ ؽىُ   .۱هثال

ٞشیٙٝ ٚ ٔمذار واٞؼ  در٘ظزٌزتتٝ ؽذٜ اعت. 4تا  1اخزا رٚی ٞزیاَ ػذدی تقادتي تيٗ ٞای لاتُ  تؼذاد ىزح

 عت.ا آٚردٜ ؽذٜ 1در خذَٚ  ٞا یاَ ٞای ٔٛخٛد رٚی ىزحسٔاٖ ٔتٙاظز تا 

 
 2. ٞشیٙٝ ٚ ٔمذار واٞؼ سٔاٖ ٔتٙاظز ٞز ىزح در ؽىُ ۱ جذٍل

 ,ij ijc d4 4
  ,ij ijc d3 3

  ,ij ijc d2 2
  ,ij ijc d1 1

 یاَ 

   (5346/1, 7141/2)  ,1 2 

 (1738/0, 8566/1) (6755/0,1042/1) (7943/1,6880/1)  ,3 4 

 (8280/1, 0240/2) (4465/1,4316/2) (3748/0, 1265/1)  ,1 4 

  (1894/0,0466/0) (0974/1,4629/2)  ,2 3 

  (8700/1,5292/2) (9050/1,5443/1)  ,2 5 

  (5665/1,9627/0) (7451/0,9202/9)  ,3 4 

  (7315/0, 7907/2) (9183/1,6367/0)  ,3 7 

  (6007/1,1498/2) (3854/1,0347/1)  ,4 6 

(4540/0,7984/1) (3139/1,2729/2) (0862/0,6785/1) (1944/0,7810/1)  ,4 7 

  (0655/0,0327/1) (4490/1,1411/2)  ,5 9 

   (5406/1,2308/2)  ,5 10 

  (6613/0,3735/2) (4139/1,5289/1)  ,6 7 

(8927/1,4500/0) (7322/0,6705/2) (5337/0,8637/0) (5341/1,7410/2)  ,6 8 

(1298/1,1347/0) (1816/1,4814/1) (6575/1,5815/0) (9644/1,9525/1)  ,7 5 

(3820/1,7840/1) (6873/1,1595/0) (0303/1,1789/0) (9962/0,9006/1)  ,7 8 

 (6848/1,4247/1) (3539/0,8616/2) (2469/1,9417/1)  ,7 9 

   (5248/1,4909/1)  ,8 9 

   (3832/1,5396/0)  ,9 10 

 

nٞای ٘يش حذاوثز تؼذاد ىزح Cٚتٛدخٝ ٔمادیز ٔختّف زایت (1)٘تایح اخزای اٍِٛریتٓ    تزای3

ٔثذأ ٚ ٔمقذ   سٚج  ,1 رٚی ٞز یاَ ٚ ٝ ٞای ا٘تخاب ؽذٜ ت ىزحآٚردٜ ؽذٜ اعت. ٔغيز تٟيٙٝ،  2در خذَٚ   10
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UB) ٕٞچٙيٗ وزاٖ تالا
LB)وزاٖ پایيٗ (، 1

ReG)ؽىاف ٘غثي ، (2
ٔمذار وُ واٞؼ سٔاٖ درىَٛ ٔغيز ، (3

(ReC
اعت. در ایٗ ٔثاَ،  ایٗ خذَٚ آٚردٜ ؽذٜدر  T تشار ٔتّة تز حغة ثا٘يٝ اخزای اٍِٛریتٓ در ٘زْ اٚ سٔاٖ  (4

در ٞز تىزار ػذدی تقادتي تيٗ   ٔمذار پارأتز  ,0 ij,چٙيٗ مزایة لاٌزا٘ض ٞٓ ؽٛد. ا٘تخاب ٔي  2   تٝ  2

 فٛرت اػذاد تقادتي در تاسٜ ,0  ا٘ذ. تؼييٗ ؽذٜ 1

ٞای تٟيٙٝ تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔغيز ٚ ىزح .2جذٍل ,1 nتا  10   ثاتت  3

T ReC ReG LB UB c ٞای اخزا ؽذٜ رٚی یاَ ٔغيز ٚ ىزح 

27/5 56/13 1427/0 2335/7 44/8 15 

      , , . , ,

     1 3 4 7 8 9 10
1 2 1 2 3 4 2 3 4 1 1   

52/0 68/11 0823/0 4635/9  31/10 10 

      , ,

     1 3 4 7 8 9 10
1 2 3 2 3 4 1 1   

70/0 14/8 8162/0 5482/2 86/13 5 

      , ,

     1 3 4 7 8 9 10
1 2 2 2 3 1   

 

ٔمذار وُ واٞؼ ،  (UB)  رٚی ٞز یاَ ٚ ٕٞچٙيٗ وزاٖ تالاٝ ٞای ا٘تخاب ؽذٜ ت ىزح، ٔغيز تٟيٙٝ، 3در خذَٚ 

تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ T تشار ٔتّة تز حغة ثا٘يٝ ا اخزای اٍِٛریتٓ در ٘زْٚ سٔاٖ  (ReC)سٔاٖ درىَٛ ٔغيز

 ,2 Cتا تٛدخٝ ثاتت  9 15 آٚردٜ ؽذ.  

ٞای تٟيٙٝ تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔغيز ٚ ىزح  .۳جذٍل ,2 9  ٚC 15 ثاتت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ٞای  در تؼييٗ ٔغيز تٟيٙٝ ٚ ىزح nؽٛد وٝ تغييزات  تٛدخٝ ٚ ٘يش تغييز ػذد ٔؾاٞذٜ ٔي 3ٚ  2تا تٛخٝ تٝ خذاَٚ 

ٞایي ا٘تخاب ؽذٜ ا٘ذ ىزح 1 اخزایي تزای یه سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔؾخـ ٔؤثز اعت.  ٕٞچٙيٗ تا تٛخٝ تٝ خذَٚ

 تز ٞغتٙذ. تز ٚ ٞشیٙٝ وٓ سٔاٖ تيؼ وٝ دارای تٟثٛد

  (RelativeGap)ٚ ؽىاف ٘غثي  (Gap)، ؽىاف (LB)، وزاٖ پایيٗ (UB)( تٝ رٚسرعا٘ي وزاٖ تالا 4) در خذَٚ

تىزار اَٚ  تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ 10در  ,1 n,تزای 1 C 3 تا ٔمذار اِٚيٝ مزایة لاٌزا٘ض   15  2  ٚ

تٝ فٛرت اػذاد تقادتي در تاسٜ ijا٘تخاب ,0 ٞز تىزار در  درج ؽذٜ اعت. تغييزات وزاٖ تالا ٚ پایيٗ در 1

 ؽٛ٘ذ؛ لاٌزا٘ضی تقادتي ا٘تخاب ٔي ٘ؾاٖ دادٜ ؽذٜ اعت. دلت داریٓ وٝ ٔمادیز اِٚيٝ مزایة 3ٕ٘ٛدار ؽىُ 

T ReC UB N ٞای اخزا ؽذٜ رٚی یاَ ٔغيز ٚ ىزح 

13/1 54/11 46/9 4 

     , , , , ,

    2 3 4 7 8 9
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1   

58/5 29/5 71/10 2 

  , ,

 2 5 9
1 2 1 2  

56/5 36/3 65/12 1 

  

 2 5 9
1 1  
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ِٚي تا ا٘تخاب ٔمادیز ٔختّف ٚ تزرعي خٛاب ٟ٘ایي، ٔؾاٞذٜ ؽذ وٝ در ایٗ ٔثاَ، ؽىاف ٟ٘ایي ٔتٙاظز ٔمادیز 

اِٚيٝ  2  ٚ ,ij  0  ٞا اعت.  تز اس عایز ا٘تخاب وٛچه 1

,. ۴ جذٍل , ,C n      15 3 2 0 1  

RelativeGap Gap UB LB تىزار 

1594/3 6584/26 4337/8 2207/18- 1 

8379/2 9454/23 4337/8 5077/15- 2 

6982/0 8912/5 4337/8 5465/2 3 

4932/0 1618/4 4337/8  2759/4 4 

3018/0 5469/2 4337/8 8908/5 5 

1683/0 4204/1 4337/8 0147/7 6 

1564/0 3043/1 4337/8 1334/7 7 

1440/0 2148/1 4337/8 2229/7 8 

1432/0 2080/1 4337/8 2229/7 9 

1428/0 2049/1 4337/8 2229/7  10 

 

 
  4 ٞای تالا ٚ پایيٗ ٔزتٛه تٝ خذَٚ وزاٖ رٚسرعا٘ي تٕٝ٘ٛدار  .۳شکل 

تز ؽذٜ، در٘تيدٝ  ؽٛد وٝ در ٞز تىزار تافّٝ تيٗ وزاٖ تالا ٚ پایيٗ وٓٔؾاٞذٜ ٔي 3ٚ ؽىُ  4 تا تٛخٝ تٝ خذَٚ

حاِت ٌغغتٝ دارد ایٗ تافّٝ  ٔغاِِٝٚي تا تٛخٝ تٝ ایٗ وٝ  یاتذ؛ؽىاف ٚ ؽىاف ٘غثي در ٞز تىزار واٞؼ ٔي

در    ٚتزای تزرعي تاثيز ٔمادیز اِٚيٝ  عت.ٓ تٝ خٛاب ٘شدیه تٝ تٟيٙٝ ٍٕٞزاففز ٕ٘ي ؽٛد ٚ اٍِٛریت

تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔغاِٝؽىاف ٘غثي خٛاب تٟيٙٝ،  ,1 تزتية دٚ تزاتز ٚ ٘قف  تٝ   ٚتا ٔمادیز 10

اعت. ٘ؾاٖ دادٜ ؽذٜ   5ٚ   4  ٞای ت وزاٖ تالا ٚ پایيٗ در ؽىُحُ ؽذٜ اعت ٚ تغييزا 4ٔمادیز اِٚيٝ  خذَٚ 

  اعت.در ٔمذار ؽىاف ٟ٘ایي تاثيزٌذار    ٚؽٛد ا٘تخاب اِٚيٝ  ىٛر وٝ ٔؾاٞذٜ ٔي ٕٞاٖ
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 4دٚ تزا تز ٔمادیز اِٚيٝ  خذَٚ   ٚ    ٞای تالا ٚ پایيٗ تا ٔمادیز  رٚسرعا٘ي وزاٖٝ . ٕ٘ٛدار ت۴شکل 

 
 4٘قف ٔمادیز اِٚيٝ  خذَٚ   ٚ    ٞای تالا ٚ پایيٗ تا ٔمادیز  رٚسرعا٘ي وزاٖٝ ٕ٘ٛدار ت .۵شکل  

 
 ؽثىٝ خزاعاٖ تشري .۶شکل 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
19

.1
6.

2.
2.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.la
hi

ja
n.

ia
u.

ir
 o

n 
20

26
-0

5-
13

 ]
 

                            15 / 19

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2019.16.2.2.3
https://jamlu.lahijan.iau.ir/article-1-1631-en.html


 ٞای ػٕزا٘ي ٕٞزاٜ تا ٔحذٚدیت تٛدخٝحىز تزیٗ ٔغيز تا در٘ظزٌزتتٗرٚػ دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی تزای ٔغاِٝ وٛتاٜ، ٕٞىاراٖٚ  ففزی
 

54 

یاَ وٝ ٔزتٛه تٝ  128رأط ٚ   51یه ؽثىٝ ٚالؼي تا  (1)تزای تزرعي وارآیي اٍِٛریتٓ در ٔثاَ دْٚ  .2هثال 

ٞا دٚ  اغّة یاَ 6 را تثيٙيذ. در ؽىُ 6ؽىُ ؽذٜ اعت، در٘ظز ٌزتتٝ  ،ذٙؽٟزٞای اعتاٖ خزاعاٖ تشري ٔي تاؽ

  7تز اس  تزتية تيؼ ٞایي وٝ تفاٚت ىَٛ ٚ سٔاٖ پيٕایؼ آٟ٘ا در دٚ خٟت تٝ خش یاَ ا٘ذ، تٝ ىزتٝ در ٘ظز ٌزتتٝ ؽذٜ

ٞایي، ىزف دیٍز یاَ ٘يش رعٓ ؽذٜ اعت )تزای ٔثاَ یاَ دليمٝ اعت. تزای چٙيٗ یاَ 5ويّٛٔتز ٚ  ,4 اس  3

تدٙٛرد تٝ ؽٛلاٖ ٚ یاَ ,36 اس عزخظ تٝ ٔشدآٚ٘ذ را تثيٙيذ(. ىَٛ ٚ سٔاٖ ٔزتٛه تٝ ٞز یاَ تٝ فٛرت یه   35

فٛرت خذاٌا٘ٝ  ٞا تٝ تزای تٕاْ یاَ Google mapاتشار  ایٗ ٔمادیز تٝ وٕه ٘زْ دادٜ ؽذٜ اعت. سٚج ٔزتة ٘ؾاٖ

 ا٘ذ. ؽذٜٔحاعثٝ 

   وٝ ٔداس تٝ ا٘تخاب حذاوثزا٘تخاب ؽذٜ   10تا  1ػذدی تقادتي تيٗ تزای ٞز یاَ  ٕٔىٗٞای تؼذاد وُ ىزح 

Cتا ٔتغيز  ٞاىزح تزای ا٘داْ  ی تخقيـ یاتتٝٔمذار تٛدخٝ چٙيٗ ٞٓىزح تزای ٞز یاَ ٞغتيٓ. 
ؽذٜ  ٔؾخـ 

. ٞشیٙٝ اخزای ٞز ىزح ٚ ٔمذار ا٘ذ در خذاَٚ ٔؾخـ ؽذٜ    اِٚيٝ  ٔمادیزٚ تاسٜ ٔزتٛه تٝ   . ٔمذار اِٚيٝ اعت

  یؼٙي ٔمادیز ٞا یاَ اخزای آٖ تزایتٟثٛد سٔاٖ  k

ijc ٚ k

ijd تقادتي در تاسٜ فحيح اػذاد  ,1 ا٘ذ. ؽذٜ ا٘تخاب  5

، (6(، )5خذاَٚ )در   ٚ   تزای ٔمادیز ٔختّف  ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٔتفاٚتسٚج  چٙذ٘تایح اخزای ایٗ اٍِٛریتٓ رٚی 

ٚ واٞؼ سٔاٖ ٔزتٛه  ReG، ؽىاف ٘غثي LB، وزاٖ پایيٗ UBلا در ایٗ خذاَٚ وزاٖ تا اعت. ( آٚردٜ ؽذ7ٜ)

ٔمذار تاتغ ٞذف ٚ ٘يش ٔيشاٖ واٞؼ آٖ در ٘تيدٝ ا٘تخاب  آٚردٜ ؽذٜ اعت. ReCٞای ا٘تخاتي  تٝ اخزای ىزح

 در ٞز تىزار ػذدی تقادتي تيٗ  غتٙذ. در ایٗ ٔثاَ ٘يش ٔمذار پارأتز دليمٝ ٞٚ تا ٚاحذ  سٔاٖٞا تز حغة  ىزح

( , ]0 2  ؽٛد. ا٘تخاب ٔي 
n تزدٚط تا   -اعفزایٗ  تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ا٘تخاتي ٞای ىزحٔغيز ٚ . ۵ جذٍل  6 

ReC ReG LB UB C ٞای اخزا ؽذٜ رٚی یاَ ٔغيز ٚ ىزح 

         1 51 16 18 41 42  

87  56/0 4614/117 269 70      , , , , , , , , , , , , , , , , , ,1 2 4 1 2 4 5 6 7 1 2 3 7 8 10 1 3 4 1 2 4 5 7  

         1 51 16 18 41 42  

64  39/0 177  292 40       , , , , , , , , , , , , ,1 2 4 1 2 4 6 7 1 3 7 8 1 3 4 1 4 6 

         1 51 16 18 41 42  

42  24/0 239  314  20       , , , , , , ,1 2 4 1 2 6 1 3 1 3 4  

 

 عثشٚار  -خٛیٗ  -ٔغيز تٟيٙٝ تيٗ اعفزایٗ ٚ تزدٚط تٝ فٛرت اعفزایٗ ؽٛد، دیذٜ ٔي 5ىٛر وٝ در خذَٚ  ٕٞاٖ 

ٞای ٔدٕٛػٝ ىزحتزای ٔثاَ  تاؽذ.  تزدٚط ٔي -تدغتاٖ   - تزدعىٗ  - , ,1 2  -اعفزایٗ یاَتزای اخزا رٚی   4

تٝ  خٛیٗ-اعفزایٗٞا سٔاٖ ػثٛر اس یاَ  تا اخزای ایٗ ىزح .ا٘تخاب ؽذٜ اعتوٝ اِٚيٗ یاَ ٔغيز اعت،   خٛیٗ

 ا٘ذاسٜ
, , ,d d d     1 2 4
1 51 1 51 1 51 3 5 2 . ٕٞچٙيٗیاتذ دليمٝ واٞؼ ٔي 9

, , ,c c c     1 2 4
1 51 1 51 1 51 1 4 1 6 

ٔمذار وُ تٛدخٝ در دعتزط را ثاتت در ٘ظز ٌزتتٝ، عپظ تا  6در خذَٚ  ؽٛد. ٚاحذ اس تٛدخٝ وُ ٔقزف ٔي
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 دعت تٝٔثذأ ٚ ٔمقذ عٙخٛاعت ٚ ٘قزآتاد را   ٞای تٟيٙٝ تزای سٚج، ٔغيز ٚ ىزح nا٘تخاب ٔمادیز ٔختّف تزای 

 ایٓ.  آٚردٜ
Cعٙخٛاعت ٚ ٘قزآتاد تا  تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذ ٞای ا٘تخاتي  ىزحٔغيز ٚ  . ۶ جذٍل  70 

ReC ReG LB UB n ٞای اخزا ؽذٜ رٚی یاَ ٔغيز ٚ ىزح 

108  5814/0 5601/138 331  5        

   

2 3 4 1 5 6 7 8
9 10 37 38

  

    

    

, , , , , , , ,

, , , , , , ,

4 5 6 7 8 1 2 3 1 1 2 3

1 4 5 1 2 1 3 6 7 9 10
  

84  5739/0 

 

2652/151 355 3        

   

2 3 4 1 5 6 7 8
9 10 37 38

  

      

    

, , , , , , , ,

, , , ,

6 7 8 1 2 3 1 1 2 4 1 1 2 3

1 4 1 2 1 6 7 9
  

27  5937/0 

 

4691/160 

 

395 1  
      2 1 17 8 9 10 37 38  

      1 1 5 1 1 7  

ٞای تٟيٙٝ تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذٞای ٔختّف تا تٛدخٝ ٚ حذاوثز تؼذاد ىزح ثاتت  ، ٔغيز ٚ ىزح7در خذَٚ 

 ا٘ذ.  ٔحاعثٝ ؽذٜ
n,ٔتفاٚت تا ا٘تخاتي تزای سٚج ٔثذأ ٚ ٔمقذٞای  ىزحٔغيز ٚ  . ۷جذٍل C 3 70  

ReC ReG LB UB سٚج ٔثذا ٚ ٔمقذ ٞای اخزا ؽذٜ رٚی یاَ ٔغيز ٚ ىزح 

108  5814/0 5601/138 331  

     

      

10 11 24 23 22 40
43 44 45 47 48 49 50

  

      

      

, , , , , , ,

, , , , , , , , ,

5 6 7 1 3 2 2 6 1 2 3 2 4

2 5 7 3 6 7 3 3 6 7 1 3 5 1 3
  

 ٔؾٟذ تٝ ٟ٘ثٙذاٖ

64  

 

5995/0 

 

9464/112 282        , , , , , , , , , ,

     4 1 15 16 18 19 20
1 5 7 1 2 4 1 2 4 1 3 7 1 2 3 4  

 واؽٕزتدٙٛرد تٝ 

96  

 

5663/0 

 

7820/161 373        

     

, , , , , , ,

, , , , , , , , ,

     

    

7 8 9 10 11 24
23 22 40 41 42 46
2 3 4 5 10 1 2 5 6 7 1 3 2

2 6 7 1 2 3 2 3 1 2 4 2 5 6

  

 لٛچاٖ تٝ عزایاٖ
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 گیریًتیجِ ۶

ٞای ؽثىٝ ٔؼزتي ؽذٜ اعت. در  ٞای ػٕزا٘ي رٚی یاَ تزیٗ ٔغيز ٔميذ تا اخزای ىزح وٛتاٜ ٔغاِٝدر ایٗ ٔماِٝ یه 

ٞای ؽثىٝ تؼذادی ىزح لاتُ اخزا اعت وٝ تاػث واٞؼ سٔاٖ ػثٛر یاَ ٚ در٘تيدٝ  رٚی ٞزیه اس یاَ ٔغاِٝایٗ 

چٙيٗ اخزای ٞز ىزح ٞشیٙٝ ٔؾخقي درتزداؽتٝ ٚ ٔدٕٛع ٞشیٙٝ   سٔاٖ ػثٛر ٔغيز ٌذر٘ذٜ اس یاَ خٛاٞذ ؽذ. ٞٓ

ٞا  تٝ  ای اس ٔحذٚدیت سی دعتٝٞای اخزایي ٘ثایذ اس تٛدخٝ دردعتزط تداٚس وٙذ. در ایٗ ٔماِٝ تا آسادعا ىزح

تزػي  ٔغاِٝافّي ٘ٛؽتٝ ؽذٜ ٚ عپظ تٝ دٚ سیز  ٔغاِٝدٌٚاٖ لاٌزا٘ضی ٔتٙاظز  ٔغاِٝوٕه مزایة لاٌزا٘ض، 

تزیٗ ٔغيز ٔؼِٕٛي اعت، تا اعتفادٜ اس اٍِٛریتٓ تقحيح  وٛتاٜ ٔغاِٝاَٚ وٝ یه  ٔغاِٝتدشیٝ ٔي ؽٛد. خٛاب سیز

تزػي دیٍز تذیٟي اعت ٚ تٝ عادٌي ٔؾخـ  ٔغاِٝوٝ خٛاب تٟيٙٝ  اِيآیذ، در ح ٔي دعت تٌٝذاری  تزچغة

فٛرت یه  دٌٚاٖ لاٌزا٘ضی تٝ ٔغاِٝتزػي، خٛاب  ٔغایُآٔذٜ اس ایٗ  دعت تٝٞای  ؽٛد. تا اعتفادٜ اس خٛاب ٔي

در ٞز تىزار یه وزاٖ  ٔغاِٝؽٛد. تا ٔحاعثٝ یه خٛاب ؽذ٘ي تزای  افّي ٔؾخـ ٔي ٔغاِٝوزاٖ پایيٗ تزای 

وارٌيزی اٍِٛریتٓ تىزاری سیزٌزادیاٖ، تافّٝ تيٗ وزاٖ تالا ٚ  آیذ. در ٟ٘ایت تا تٝ ٔي دعت تٝ ٔغاِٝ تزای تالا

 ؽٛد. افّي تؼييٗ ٔي ٔغاِٝوزاٖ پایيٗ واٞؼ یاتتٝ ٚ یه خٛاب ٘شدیه تٝ تٟيٙٝ تزای 
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